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Chapitre 0

Introduction

OBÉLIX : Et pour prouver que nous sommes des dieux, tu
veux que nous fassions toutes ces bêtises ?
CÉSAR : Pas exactement, tout ça est un peu démodé...Je
vous ai préparé, avec l'aide de mes conseillers, une
nouvelle série d'épreuves...

René Goscinny, Les XII travaux d'Astérix

Sommaire
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0.2 Sous-groupes paraboliques de groupes d'Artin�Tits de type sphé-
rique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Figure 1 � Une tresse.

Dans cette thèse on va étudier certaines propriétés des
groupes de tresses et leurs généralisations. On peut dé-
�nir une tresse à n brins (Artin, 1947) dans un cylindre,
comme une collection des chemins disjoints (qui ne peuvent
que descendre) liant n points en haut avec n points en bas
(Figure 1). On dit que deux tresses sont équivalentes si
on peut déformer continûment l'une vers l'autre. La mul-
tiplication de deux tresses se réalise de la façon suivante :
on pose ses cylindres correspondants l'un sur l'autre et on
redimensione verticalement (Figure 2).

L'ensemble de classes d'équivalence des tresses à n brins avec la multiplication décrite
s'appelle groupe de tresses à n brins, Bn (noté aussi An−1).

L'intérêt du groupe de tresses réside en raison notamment de sa versatilité au moment de le
dé�nir (Farb & Margalit, 2012, Chapitre 9). Si on projette les chemins qui représentent les
brins d'une tresses sur le disque inférieur du cylindre, ces chemins dé�nissent une manière
de bouger les points à l'intérieur du disque. Cela nous amène à des dé�nitions géométriques
du groupe de tresses, de telle sorte que Bn peut être considéré comme le groupe fondamental
de l'espace de con�guration de n points dans le plan, ou comme le groupe modulaire ou
mapping class group du disque avec n trous, Dn. C'est-à-dire, Bn est dé�ni comme le groupe
d'automorphismes de Dn (à déformation continue près) qui �xent le bord et préservent
l'orientation.

Par ailleurs, on peut aussi dé�nir le groupe de tresses de façon complètement algébrique.



2 Chapitre 0. Introduction

Figure 2 � Multiplication de deux tresses.

Figure 3 � Tresse de la Figure 1 séparée en croissements de brins consécutifs.

Remarquons que toute tresse peut être construite à partir de petites tresses élémentaires
dans lesquelles il a seulement une paire de brins consécutifs qui se croisent (Figure 3).

Cela nous amène à dé�nir, pour le groupe de tresses à n brins, un ensemble Σ = {σ1, . . . σn−1}
où chaque σi (resp. σ

−1
i ) est la tresse dans laquelle le brin à la i-ème position passe au-

dessus (resp. au-dessous) du brin à la i+ 1-ème position. La présentation classique de Bn
(Artin, 1947) utilise comme générateurs ces croisements :

Bn =

〈
σ1, . . . , σn−1

σiσj = σjσi, |i− j| > 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, . . . , n− 2

〉

Cela correspond précisément à là présentation d'un groupe d'Artin�Tits, et plus précise-
ment d'un groupe d'Artin�Tits de type sphérique. Dans le premier chapitre de cette thèse
on va dé�nir et étudier ce dernier type de groupes et une structure associé à eux. Cette
structure dite de Garside a des bonnes propriétés et ça nous donne des outils pour travailler
dans le groupe.

Ainsi, le groupe de tresses établit un lien entre les groupes modulaires et les groupes
d'Artin�Tits. Il advient souvent qu'il y a des propriétés du groupe de tresses qui sont aussi
valables pour les groupes d'Artin�Tits de type sphérique. Toutefois, la dé�nition géomé-
trique du groupe de tresses permet de faire des démonstrations de résultats qui ne peuvent
pas se �transporter� aux groupes d'Artin�Tits. Par conséquent, essayer de généraliser ces
résultats est une tâche non triviale. La première partie de cette thèse abordera la conjec-
ture de généricité pour les groupes modulaires et sa conjecture analogue pour les groupes
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d'Artin�Tits de type sphérique, qui disent que la �plupart� des élément dans ces groupes ont
une certaine propriété que l'on va voir tout à l'heure. Dans la deuxième partie on étudiera
les sous-groupes paraboliques des groupes d'Artin�Tits de type sphérique, qui sont l'outil
essentiel pour le procès de généralisation, puisqu'ils sont l'analogue des courbes simples
fermées non-dégénérées dans les surfaces. Préalablement, on pourra trouver un chapitre
avec des dé�nitions fondamentales et résultats bien connus sur des groupes d'Artin�Tits
et théorie de Garside. Les chapitres 2, 3, 4 et 5 correspondent respectivement aux articles
suivants :

� María Cumplido, & Bert Wiest. 2018. A positive proportion of elements of mapping
class groups is pseudo-Anosov. Bull. Lond. Math. Soc. 50(3) 390�394.

� María Cumplido. 2019. On loxodromic actions of Artin�Tits groups J. Pure Appl.
Algebra. 223 (1) 340�348.

� María Cumplido. 2018. On the minimal positive standardizer of a parabolic subgroup
of an Artin�Tits group. J. Algebraic Combin. doi :10.1007/s10801-018-0837-z, à
paraître.

� María Cumplido, Volker Gebhardt, Juan González-Meneses & Bert Wiest. 2017. On
parabolic subgroups of Artin�Tits groups of spherical type. arXiv :1712.06727.

0.1 Conjecture de généricité

Soit S une surface. Le groupe modulaire de S se dé�nie de la façon suivante :

Dé�nition 0.1. Soit Homeo+(S, ∂S) le groupe d'homomorphismes de S qui �xent point
par point ∂S (le bord de S) et qui préservent l'orientation. On dé�nit le groupe modulaire
de S, Mod(S), comme

Mod(S) = π0(Homeo+(S, ∂S)).

C'est-à-dire, Mod(S) est le groupe de classes d'isotopie des éléments de Homeo+(S, ∂S)),
où les isotopies �xent le bord point par point.

Dé�nition 0.2. On dit qu'une courbe dans S est non-dégénérée si elle n'est pas homotope
soit à un point, soit à une composante de ∂S. Un système de courbes est une collection de
classes d'isotopie de courbes simples, fermées, non-dégénérées, deux à deux non-isotopes.

Théorème 0.3 (Classi�cation de Nielsen-Thurston). Si f ∈ Mod(S), alors un de ces trois
cas est satisfait :

• f est périodique, i.e., fk est l'identité pour un certain k ∈ N.
• f est réductible, i.e., il y a un système de courbes dans S préservé par f .

• f est pseudo-Anosov, i.e., il y a deux feuilletages mesurés transverses (Fs, µs) et
(Fu, µu) (voir Farb & Margalit, 2012, Section 11.2), et un scalaire λ tels que

g(Fs, µs) = (F , λ−1 · µs), g(Fu, µu) = (Fu, λ · µu)

La conjecture de généricité a�rme que �la plupart� des éléments de Mod(S) sont pseudo-
Anosov. A�n de préciser qu'est-ce que cela veut dire, on doit spéci�er une façon de prendre
un �élément aléatoire� dans Mod(S).
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Il y a au moins deux méthodes standard pour faire cela, toutes les deux concernant le
graphe de Cayley Γ de Mod(S) par rapport à Σ.

Dé�nition 0.4. Soit G un groupe muni d'une partie génératrice Σ. Le graphe de Cayley
de G par rapport à Σ est noté Γ(G,Σ). Ses sommets sont les éléments de G et il y a une
arête orientée étiquetée par s ∈ S entre g1 ∈ G et g2 ∈ G si g1 · s = g2.

On dé�nit une métrique dans un graphe de Cayley Γ, en �xant la longueur de chaque arête
à 1. On dé�nit la distance dΓ(a, b) entre deux sommets a et b comme la longueur minimale
parmi les longueurs des chemins qui lient a et b dans Γ.

Prenons alors Γ := Γ(Mod(S),Σ). Une première méthode pour donner une interprétation
de généricité est d'e�ectuer une marche aléatoire dans Γ, en commençant par le sommet
identité. Dans ce cadre, la conjecture a�rmait que la probabilité d'obtenir un élément
pseudo-Anosov tend (exponentiellement vite) vers 1 quand la longueur de la marche aléa-
toire tend vers l'in�ni. Cette conjecture a été prouvée et aussi généralisée bien au-delà du
contexte des groupes modulaires, dans (Rivin, 2008; Maher, 2012; Sisto, n.d.).

Pour la deuxième méthode, considérons la boule BΓ(1, R) dans Γ ayant pour rayon R

centrée en le sommet identité 1. Maintenant la conjecture a�rme que la proportion des
éléments pseudo-Anosov parmi les sommets de la boule tend vers 1 quand le rayon tend
vers l'in�ni :

lim
R→∞

|éléments pseudo-Anosov de Mod(S) ∩ BΓ(1, R)|
|BΓ(1, R)|

= 1.

Cet a�rmation est encore une conjecture malgré la démonstration faite dans (Caruso &
Wiest, 2017) pour le groupe de tresses.

Le résultat principal du Chapitre 2 établit que pour un certain R su�samment grand, la
proportion d'éléments pseudo-Anosov est toujours positive :

Corollaire 2.5. Si S est une surface fermée de genre plus grand que 1, alors

lim inf
R→∞

|éléments pseudo-Anosov de Mod(S) ∩ BΓ(1, R)|
|BΓ(1, R)|

> 0.

On verra aussi que cette résultat se généralise à une grande famille de sous-groupes de
Mod(S) (Théorème 2.13).

Il est naturel de se demander s'il y a des résultats similaires pour groupes d'Artin�Tits
de type sphérique. Soit alors A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique muni d'une
partie génératrice ΣA (voir Section 1.2). Le groupe A agit sur un complexe CAL décrit dans
(Calvez & Wiest, 2016) qui s'appelle complexe de longueur supplémentaire. Dans (Calvez
& Wiest, 2016) il est aussi prouvé que si une tresse α agit sur CAL loxodromiquement,
c'est-à-dire, que si l'orbite de tout élément de CAL par α est quasi-isométrique aux entiers,
alors α est pseudo-Anosov. En fait, on croit qu'il s'agit d'une équivalence. Donc, si on note
Lox(A, CAL) l'ensemble des éléments de A qui agissent loxodromiquement sur CAL, on peut
conjecturer :

lim
R→∞

|Lox(A, CAL) ∩BΓ(A,ΣA)(1, R)|
|BΓ(A,ΣA)(1, R)|

= 1.
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Cette conjecture a été démontré par (Calvez & Wiest, 2017), même pour la version qui
utilise de marches aléatoires. Cependant, la conjecture n'est prouvé que pour une partie
génératrice spéci�que, à savoir celle dite �de Garside� (l'ensemble des éléments simples au
sens du Chapitre 1). Dans le Chapitre 3 on étudiera la généricité d'éléments loxodromiques
dans un cadre plus général, à savoir pour un sous-groupe G de A et pour toute partie
génératrice �nie Σ de G.

Dans le Lemme 3.6 on donne une condition pour que les boules de Γ(G,Σ) ayant un rayon
su�samment grand aient une proportion positive des élément agissant loxodromiquement
sur CAL. Ce résultat est plus faible que la conjecture de généricité, mais il est valable pour
tout système de générateurs. Le résultat principal du chapitre montre que cette condition
est satisfaite pour les groupes d'Artin�Tits de type sphérique irréductibles (voir Figure 1.1),
pour ses sous-groupes colorés et pour certains de ses sous-groupes commutateurs :

Théorème 3.4 Soit G un groupe d'Artin�Tits de type sphérique irréductible, son sous-
groupe coloré (voir Dé�nition 1.26) ou le sous-groupe commutateur de I2(2m+1), An, Dn, En
ou Hn (voir classi�cation dans la Figure 1.1 ). Soit Σ une partie génératrice quelconque
de G. Alors on a que

lim inf
R→∞

|Lox(G, CAL) ∩BΓ(G,Σ)(R)|
|BΓ(G,Σ)(R)|

> 0

0.2 Sous-groupes paraboliques de groupes d'Artin�Tits de
type sphérique

Prenons un système de courbes dans Dn. Remarquons qu'ici la condition d'être non-
dégénérée implique que les courbes contiennent plus d'un mais pas tous les points du
disque. D'après la théorie de Nielsen-Thurston (Thurston, 1988), on peut décomposer une
tresse le long d'un système de courbes invariantes a�n que chacune des composantes soit ou
bien périodique, ou bien pseudo-Anosov. Le cas le plus simple apparaît quand le système
est standard.

Dé�nition 0.5. Une courbe simple et fermée dans Dn est dite standard si elle est isotope
à un cercle ayant son centre sur l'axe réel. Un système de courbes est dit standard s'il n'est
composé que de classes d'isotopie de courbes standard.

Quand on conçoit une tresse comme un automorphisme de Dn, on a une action naturelle
sur les systèmes de courbes (Figure 4).

Dans (Lee & Lee, 2008), il est montré que pour tout système de courbes C dans Dn il existe
une unique tresse positive et minimale qui transforme C dans un système standard. Dans
la première partie du Chapitre 4 on donne un algorithme pour calculer cet élément ap-
pelé standardisateur minimal. Cet algorithme (Algorithme 1) est inspiré par l'algorithme
de Dynnikov et Wiest pour calculer une tresse étant donné son diagramme de courbes
(Dynnikov & Wiest, 2007) et les modi�cations faites dans (Caruso, 2013) par Sandrine Ca-
ruso. Il a pour entrée le système de courbes décrit de façon très e�cace, en termes de ses
coordonnées de Dynnikov réduites (Dehornoy et al., 2008, Chapitre 7). Sa complexité com-
putationnelle est O(n2m log(m)), où m est la somme des valeurs absolues des coordonnées
de C .
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σ1

σ−1
2

Figure 4 � La tresse σ1σ
−1
2 et comment elle agit sur une courbe dans D3.

Les sous-groupes paraboliques de groupes d'Artin�Tits de type sphérique sont les ana-
logues des systèmes de courbes non-imbriquées. Non-imbriqué veut dire que les courbes ne
s'entourent pas les unes les autres. Observons que, dans le cadre des systèmes de courbes
non-imbriquées standard, on peut associer à chaque système l'ensemble de générateurs (les
croisements de brins consécutifs) entourés par les courbes du système (Figure 5). Cela nous
ramène à la dé�nition de sous-groupe parabolique standard, AX , du groupe de tresses, qui
est tout simplement le sous-groupe engendré par un sous-ensemble X ⊆ {σ1, . . . , σn−1}.

Remarquons que toute courbe simple fermée c peut être dé�nie comme une courbe stan-
dard c′ déformée par une tresse α. Supposons que AX est le sous-groupe parabolique
standard associé à la classe d'isotopie de c′. Alors, déformer c′ par α se traduit en conju-
guer AX par α. Cela nous permet de dé�nir le sous-groupe parabolique associé à c comme
P := αAXα

−1. Ainsi, on dé�nit un sous-groupe parabolique comme le conjugué d'un sous-
groupe parabolique standard. Comme nous le verrons plus tard, cette dé�nition est étendue
à tous les groupes d'Artin�Tits de type sphérique.

Figure 5 � Le sous-groupe parabolique associé à la courbe est celui engendré par {σ2, σ3}

Dans la deuxième partie du Chapitre 4 on donne un algorithme Théorème 4.20 pour calculer
le standardisateur minimal d'un sous-groupe parabolique dont l'existence et unicité seront
prouvées par construction. Cet algorithme est basé sur le calcul de la forme normale d'une
élément, zP , appelé élément central de Garside (Dé�nition 1.35). Ce calcul est de complexité
quadratique dans la longueur canonique (Dé�nition 1.11) de zP . De plus, on démontre
que l'ensemble des standardisateurs minimaux d'un sous-groupe parabolique d'un groupe
d'Artin�Tits de type sphérique est un treillis (Corollaire 4.23).

Dans le Chapitre 5 on dé�nira le complexe des sous-groupes paraboliques irréductibles
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(ceux qui correspond à une seule courbe) en tant qu'extension du complexe de courbes :

Dé�nition 5.40. Soit AS un groupe d'Artin�Tits de type sphérique. On dé�nit le complexe
de sous-groupes paraboliques irréductibles comme un complexe simplicial dans lequel un
simplexe de dimension d est un ensemble {P0, . . . , Pd} de sous-groupes paraboliques tels
que les éléments centraux de Garside zPi et zPj (Dé�nition 1.35) commutent pour tout
0 ≤ i, j ≤ d.

Comme nous l'avons déjà dit, cet ensemble constituerait un bon outil de travail lorsqu'on
généralise des résultat obtenus en travaillant avec le complexe de courbes. Le complexe de
courbes a une propriété très important, la δ-hyperbolicité.

Dé�nition 0.6. On dit qu'un espace métrique est δ-hyperbolique si tout triangle composé
de géodésiques est δ-�n. C'est-à-dire, si pour chacun de ces triangles, tout côté est contenu
dans la réunion des δ-voisinages des deux autres côtés (voir Figure 6).

Figure 6 � Triangle δ-�n.

Ainsi donc, on conjecture que notre nouveau complexe a aussi cette propriété :

Conjecture 5.41 Le complexe de sous-groupes paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits de
type sphérique est δ-hyperbolique.

Le résultat principal du chapitre montre que l'intersection de sous-groupes paraboliques
est un sous-groupe parabolique :

Théorème 5.34. Soient P et Q deux sous-groupe paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits
de type sphérique. Alors P ∩Q est aussi un sous-groupe parabolique.

Ce théorème apparemment simple n'est pas du tout trivial est constitue un outil intéres-
sant lors de la traduction de techniques géométriques dans de groupes d'Artin�Tits. Sa
preuve se fonde sur le Proposition 5.26, qui dit que pour tout élément α il existe un unique
sous-groupe parabolique minimal Pα contenant α, qu'on appelle clôture parabolique. Le
nom clôture parabolique vient de la théorie des groupes de Coxeter, d'où sort la théorie des
groupes d'Artin�Tits. Dans un groupe de Coxeter (voir Section 1.2), la clôture parabolique
d'un ensemble est l'intersection de tous les sous-groupes paraboliques contenant cet en-
semble. On sait (Qi, 2007) que, si un groupe de Coxeter est de rang �ni, cette intersection
est un sous-groupe parabolique, donc elle est le plus petit sous-groupe parabolique (par
rapport à l' inclusion) contenant l'ensemble.
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Pour montrer le Théorème 5.34 on passe par deux résultats intéressants concernant les
clôtures paraboliques des puissances d'un certain élément :

Théorème 5.28. Soit AS un groupe d'Artin�Tits de type sphérique. Si α ∈ AS et m est
un entier di�érent de zéro, alors Pαm = Pα.

Corollaire 5.29. Soit AS un groupe d'Artin�Tits de type sphérique. Si α appartient à un
sous-groupe parabolique P , et β ∈ AS est tel que βm = α pour un certain entier m di�érent
de zéro, alors β ∈ P .

Par ailleurs, le théorème nous permettra de montrer le résultat suivant :

Théorème 5.37. L'ensemble des sous-groupes paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits de
type sphérique forme un treillis par rapport à l'ordre partiel déterminé par l'inclusion.
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Figura 1 � Una trenza.

El propósito de esta tesis es estudiar propiedades y resul-
tados de los grupos de trenzas y sus diferentes generaliza-
ciones. Una trenza con n cuerdas (Artin, 1947) se puede
de�nir como un conjunto de n caminos disjuntos en un ci-
lindro que unen n puntos en el disco superior del cilindro
con n puntos en el disco inferior y que además descien-
den monótonamente (Figura 1). Decimos que dos trenzas
son iguales si podemos deformar continuamente una en la
otra. La multiplicación de dos trenzas se realiza de la ma-
nera siguiente: ponemos los cilindros correspondientes uno
encima del otro y reescalamos verticalmente (Figura 2).

El conjunto de clases de equivalencias de las trenzas de n cuerdas junto con la multiplicación
descrita forma el denominado grupo de trenzas con n cuerdas, Bn (denotado también An−1).

Figura 2 � Multiplicación de dos trenzas.
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Figura 3 � Trenza de la Figura 1 separada en cruces de cuerdas consecutivas.

El interés del grupo de trenzas radica, entre otras razones, en su versatilidad a la hora de ser
de�nido (Farb & Margalit, 2012, Chapter 9). Si proyectamos los caminos que representan
las cuerdas de la trenza en el disco inferior, estos caminos de�nen una manera de mover los
puntos dentro del disco. Esto nos lleva a de�niciones geométricas del grupo de trenzas, de
manera que Bn puede ser visto como el espacio de con�guración de n puntos en el plano
o como el grupo modular o mapping class group del disco con n agujeros, Dn, es decir, el
grupo de automor�smos de Dn (salvo deformación continua) que �jan el borde y preservan
la orientación.

Por otra parte, también podemos de�nir el grupo de trenzas manera completamente al-
gebraica. Nótese que toda trenza puede ser construída a partir de trenzas elementales en
las cuales se cruza únicamente un par de cuerdas consecutivas (Figura 3). Esto nos lleva
a de�nir, para el grupo de trenzas de n cuerdas, un conjunto Σ = {σ1, . . . σn−1} donde
cada σi (resp. σ

−1
i ) es la trenza en la que cuerda en la posición i pasa por encima (resp.

por debajo) de la cuerda en la posición i+ 1. La presentación clásica de Bn (Artin, 1947)
utiliza como generadores estos cruces y es la siguiente:

Bn =

〈
σ1, . . . , σn−1

σiσj = σjσi, |i− j| > 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, . . . , n− 2

〉
Esta es precisamente la presentación de un grupo de Artin�Tits, y más precisamente, de
un grupo de Artin-Tits de tipo esférico. En el primer capítulo de esta tesis de�niremos y
estudiaremos este último tipo de grupos y una estructura asociada a ellos. Esta estructura,
denominada de Garside y nos provee de buenas herrramientas para trabajar en el grupo.

Así pues, el grupo de trenzas constituye un nexo de unión entre los grupos modulares y los
grupos de Artin�Tits. A menudo ocurre que muchas de las propiedades que se satisfacen
para los grupos de trenzas, se satisfacen también para todos los grupos de Artin�Tits
de tipo esférico. Sin embargo, la de�nición geométrica del grupo de trenzas da lugar a
demostraciones de resultados que no se pueden �transportar� a los grupos de Artin�Tits.
Por tanto, es un problema no trivial tratar de generalizar estos resultados. La primera parte
de esta tesis tratará sobre la conjetura de genericidad para grupos modulares y su conjetura
análoga para grupos de Artin-Tits de tipo esférico, las cuales estableces que �la mayoría�
de elementos en estos grupos tienen una cierta propiedad, como veremos más adelante.
La segunda parte se centrará en los subgrupos parabólicos de los grupos de Artin-Tits
de tipo esférico, que son la herramienta esencial para el proceso de generalización, puesto
que son el análogo de las curvas cerradas simples no generadas en las super�cies. Previo
a estas dos partes, el lector podrá encontrar un capítulo de conceptos fundamentales con
resultados bien conocidos sobre grupos de Artin y teoría de Garside. Los capítulos 2, 3, 4
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y 5 corresponden respectivamente a los siguientes artículos de investigación:

� María Cumplido, & Bert Wiest. 2018. A positive proportion of elements of mapping
class groups is pseudo-Anosov. Bull. Lond. Math. Soc. 50(3) 390�394.

� María Cumplido. 2019. On loxodromic actions of Artin�Tits groups J. Pure Appl.
Algebra. 223 (1) 340�348.

� María Cumplido. 2018. On the minimal positive standardizer of a parabolic subgroup
of an Artin�Tits group. J. Algebraic Combin. doi:10.1007/s10801-018-0837-z, por
aparecer.

� María Cumplido, Volker Gebhardt, Juan González-Meneses & Bert Wiest. 2017. On
parabolic subgroups of Artin�Tits groups of spherical type. arXiv:1712.06727.

0.1 Conjetura de genericidad

Sea S una super�cie. El grupo modular de S se de�ne de la siguiente manera:

De�nición 0.1. Sea Homeo+(S, ∂S) el grupo de homeomor�smos de S que dejan �jo
punto a punto a ∂S (el borde de S) y que preservar la orientación. De�nimos el grupo
modular de S, Mod(S), como

Mod(S) = π0(Homeo+(S, ∂S)).

Es decir, Mod(S) es el grupo de clases de isotopía de los elementos de Homeo+(S, ∂S)),
donde las isotopías dejan �jo el borde punto a punto.

De�nición 0.2. Decimos que una curva en S es no degenerada si no es homotópica a
un punto o a una componente de ∂S. Un sistema de curvas es una colección de clases de
isotopía de curvas simples, cerradas, no degeneradas, no isotópicas dos a dos.

Teorema 0.3 (Clasi�cación de Nielsen-Thurston). Si f ∈ Mod(S), entonces uno de los
tres casos siguientes se satisface:

• f es periódico, i.e., fk es la identidad para algún k ∈ N.
• f es reducible, i.e., hay un sistema de curvas en S preservado por f .

• f es pseudo-Anosov, i.e., existen dos foliaciones tranversales medibles (Fs, µs) et
(Fu, µu) (ver Farb & Margalit, 2012, Sección 11.2), y un escalar λ tales que

g(Fs, µs) = (F , λ−1 · µs), g(Fu, µu) = (Fu, λ · µu)

.

La conjetura de genericidad a�rma que la �mayoría� de los elementos en Mod(S) son
pseudo-Anosov. Esencialmente hay dos maneras diferentes de dar un signi�cado preciso a
esta a�rmación y ambas utilizan el grafo de Cayley de Mod(S) con respecto a uno de sus
sistemas generadores, Σ.

De�nición 0.4. Sea G un grupo con un sistema generador S. El grafo de Cayley de G
con respecto a S se denota Γ(G,S). Sus vértices son los elementos de G y existe una arista
etiquetada por s ∈ S entre g1 ∈ G y g2 ∈ G si g1 · s = g2.
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Dotamos de una métrica a un grafo de Cayley Γ, �jando la longitud de cada arista en 1.
De�nimos la distancia dΓ(a, b) entre dos vértices a y b como la mínima de las longitudes
de los caminos que los unen en Γ.

Consideremos entonces Γ := Γ(Mod(S),Σ). El primer método consiste en efectuar una
marcha aleatoria en Γ comenzando en el vértice trivial. En este caso la conjetura de ge-
nericidad a�rma que cuando la longitud de la marcha tiende a in�nito, la probabilidad de
obtener un elemento pseudo-Anosov tiende a 1 (exponencialmente rápido). Esta conjetura
ha sido probada y generalizada más allá de los grupos modulares (Rivin, 2008; Maher,
2012; Sisto, n.d.).

Para la segunda interpretación hemos de considerar la bola BΓ(1, R) en Γ de radio R

centrada en el elemento trivial. En este caso se cree que la proporción de elementos de
pseudo-Anosov dentro la bola tiende a 1 cuando R tiende a in�nito:

ĺım
R→∞

|elementos pseudo-Anosov de Mod(S) ∩ BΓ(1, R)|
|BΓ(1, R)|

= 1.

Esta conjetura sigue abierta, salvo la prueba para el grupo de trenzas (Caruso & Wiest,
2017).

El resultado principal del Capítulo 2 establece que para un R su�cientementemente grande,
la proporción de elementos pseudo-Anosov es siempre positiva:

Corolario 2.5 Si S es una super�cie cerrada de género mayor o igual que dos, entonces
se tiene que

ĺım inf
R→∞

|elementos pseudo-Anosov de Mod(S) ∩ BΓ(1, R)|
|BΓ(1, R)|

> 0.

También veremos que este resultado se cumple para una amplia familia de subgrupos de
Mod(S) (Teorema 2.13).

Es natural preguntarnos si existen resultados similares para grupos de Artin�Tits de tipo
esférico (ver Sección 1.2). Sea entonces A un grupo de Artin�Tits de tipo esférico equipado
con un sistema de generadores ΣA. A actúa sobre un complejo CAL descrito en (Calvez
& Wiest, 2016) y denominado complejo de longitud suplementaria. También en (Calvez
& Wiest, 2016) se demuestra que si una trenza α actúa sobre CAL loxodrómicamente, es
decir, que si la órbita de todo elemento de CAL por α es quasi-isométrica a los enteros,
entonces α es pseudo-Anosov. De hecho, se cree que se da la equivalencia. Por tanto, si
denotamos Lox(A, CAL) al conjunto de elementos de A que actúan loxodromicamente sobre
CAL, podemos conjeturar lo siguiente:

ĺım
R→∞

|Lox(A, CAL) ∩BΓ(A,ΣA)(1, R)|
|BΓ(A,ΣA)(1, R)|

= 1.

Esta conjetura fue probada en (Calvez & Wiest, 2017), incluso para la versión que utiliza
marchas aleatorias. Sin embargo, la conjetura solo se prueba para un sistema de genera-
dores especí�co, denominado �de Garside� (el conjunto de elementos simples indicado en
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Capítulo 1). En el Capítulo 3 nos centraremos en estudiar la genericidad de elementos
loxodrómicos de un subgrupo G de A para todo sistema generador �nito Σ de G.

En el Lema 3.6 se da una condición para que las bolas en Γ(G,Σ) con un radio su�ciente-
mente grande tengan una proporción positiva de elementos que actúan loxodrómicamente
sobre CAL. Este resultado es más débil que la conjetura de genericidad, pero se cumple
para todo sistema de generadores. El resultado principal del capítulo demuestra que esta
condición se cumple para los grupos de Artin-Tits de tipo esférico irreducibles (que no
tienen descomposición no trivial en producto directo; ver Figura 1.1), para sus subgrupos
coloreados (De�nición 1.26) y para algunos de sus subgrupos conmutadores:

Teorema 3.4 Sea G un grupo de Artin�Tits de tipo esférico irreducible, su subgrupo co-
loreado (ver De�nición 1.26) o el subgrupo conmutador de I2(2m+1), An, Dn, En or Hn

(ver clasi�cación en Figura 1.1). Sea Σ un sistema generador cualquiera de G. Entonces
se tiene que

ĺım inf
R→∞

|Lox(G, CAL) ∩BΓ(G,Σ)(R)|
|BΓ(G,Σ)(R)|

> 0

0.2 Subgrupos parabólicos de grupos de Artin�Tits de tipo
esférico

Consideremos un sistema de curvas en Dn. Observemos que aquí la condición de curva
no degenerada implica que estas contienen más de uno, pero no todos los puntos de Dn.
Según la teoría de Nielsen-Thurston (Thurston, 1988), podemos descomponer una trenza
a lo largo de un sistema de curvas invariantes de manera que cada una de la componentes
resultantes sea o bien periódica, o bien pseudo-Anosov. El caso más simple se da cuando
el sistema resulta ser estándar.

De�nición 0.5. Una curva simple y cerrada en Dn se dice estándar si es isotópica a un
círculo centrado en el eje real. Un sistema de curvas se dice estándar si está compuesto
únicamente por clases de isotopía de curvas estándar.

Cuando concebimos una trenza como un automor�smo de Dn, se tiene una acción natural
sobre los sistemas de curvas (Figura 4).

σ1

σ−1
2

Figura 4 � La trenza σ1σ
−1
2 y cómo actúa sobre una curva en D3.

En (Lee & Lee, 2008), se prueba que para todo sistema de curvas C en Dn existe una única
trenza positiva minimal que transforma C en un sistema estándar. En la primera parte del
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Capítulo 4 se da un algoritmo para calcular este denominado estandarizador minimal. Este
algoritmo (Algoritmo 1) está inspirado en el algoritmo de Dynnikov y Wiest para calcular
la expresión de una trenza dado su diagrama de curvas (Dynnikov & Wiest, 2007) y en
las modi�caciones hechas en (Caruso, 2013) por Sandrine Caruso. Tiene como entrada el
sistema de curvas descrito de manera muy e�ciente con coordenadas de Dynnikov reducidas
(Dehornoy et al., 2008, Capítulo 7) y tiene complejidad O(n2m log(m)), dondem es la suma
de los valores absolutos de las coordenadas de C.

Los subgrupos parabólicos de grupos de Artin-Tits de tipo esférico son los análogos alge-
braicos de los sitemas de curvas no-anidadas. Por no anidadas se entiende que las curvas
no se rodean las unas a las otras. Obsérvese que podemos asociar a un sistema estándar, el
conjunto de generadores (los cruces de cuerdas consecutivas) del grupo de trenzas rodeados
por las curvas del sistema (Figura 5). Esto nos lleva a la de�nción de subgrupo parabóli-
co estándar, AX , del grupo de trenzas, que no es más que un subgrupo generado por un
subconjunto X ⊆ {σ1, . . . , σn−1}.

Nótese que podemos de�nir cualquier curva simple cerrada c como una curva estándar
c′ deformada por una trenza α. Pongamos que AX es el subgrupo parabólico estándar
asociado a la clase de isotopía de c′. Entonces, deformar c′ por α se traduce en conjugar
AX por α. De esta forma, podemos de�nir el subgrupo parabólico asociado a c como
P := αAXα

−1. Así, se de�ne un subgrupo parabólico como el conjugado de un subgrupo
parabólico estándar. Como veremos más adelante, esta de�nición se extiende a todo grupo
de Artin-Tits de tipo esférico.

Figura 5 � El subgrupo parabólico asociado a la curva es el generado por {σ2, σ3}

En la segunda parte del Capítulo 4 se da un algoritmo (Teorema 4.20) para calcular el es-
tandarizador minimal de un subgrupo parabólico P , cuya existencia y unicidad se prueban
por construcción. Este algoritmo se basa en el cálculo de la forma normal de un elemento
central, zP , llamado elemento central de Garside (De�nición 1.35). El cálculo tiene com-
plejidad cuadrática en la longitud canónica (De�nición 1.11) de zP . Además, se demuestra
que el conjunto de estandarizadores minimales de un subgrupo parabólico de un grupo de
Artin�Tits de tipo esférico forma un retículo (Corolario 4.23).

En el Capítulo 5, de�niremos el complejo de subgrupos parabólicos irreducibles (los que
corresponden a una sola curva) como extensión del complejo de curvas:

De�nición 5.40. Sea AS un grupo de Artin�Tits de tipo esférico. De�nimos el complejo
de subgrupos parabólicos irreducibles como un complejo simplicial en el cual un símplice de
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dimensión d es un conjunto {P0, . . . , Pd} de subgrupos parabólicos tales que los elementos
centrales de Garside zPi y zPj (De�nición 1.35) conmutan para todo 0 ≤ i, j ≤ d.

Como hemos dicho anteriormente, este conjunto constituiría una buena herramienta de
trabajo a la hora de generalizar resultados obtenidos al trabajar con complejos de curvas.
El complejo de curvas tiene una propiedad muy importante, la δ-hiperbolicidad.

De�nición 0.6. Decimos que un espacio métrico es δ-hiperbólico si cada triángulo forma-
do por geodésicas es δ-�no. Es decir, si en cada uno de estos triángulos, cada lado está
contenido en la unión de los δ-entornos de los otros dos lados (ver Figura 6).

Figura 6 � Triángulo δ-�no.

Así pues, conjeturamos que nuestro nuevo complejo también tiene esta propiedad:

Conjetura 5.41. El complejo de subgrupos parabólicos de un grupo de Artin�Tits de tipo
esférico es δ-hiperbólico.

El resultado principal de este capítulo demuestra que la intersección de subgrupos parabó-
licos es un subgrupo parabólico:

Teorema 5.34. Sean P y Q dos subgrupos parabólicos de un grupo de Artin�Tits de tipo
esférico. Entonces P ∩Q también es un subgrupo parabólico.

Este teorema aparentemente simple no es nada trivial y constituye una herramienta intere-
sante a la hora de traducir técnicas geométricas a grupos de Artin�Tits.

Su demostración se basa en probar que para todo elemento α existe un único subgrupo
parabólico Pα que lo contiene, al que llamamos clausura parabólica (Teorema 5.26). El
nombre de clausura parabólica viene de la teoría de los grupos de Coxeter, de la cual
proviene la teoría de los grupos de Artin�Tits. En un grupo de Coxeter (ver Sección 1.2),
la clausura parabólica de un conjunto es la intersección de todos los subgrupos parabólicos
que contienen a este conjunto. Se sabe (Qi, 2007) que, si un grupo de Coxeter tiene rango
�nito, esta intersección es un subgrupo parabólico, así que es el subgrupo parabólico más
pequeño (respecto a la inclusión) que contiene el conjunto.

Para probar el Teorema 5.34. pasamos por dos resultados interesantes sobre las clausuras
parabólicas de las potencias de un elemento:
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Teorema 5.28. Sea AS un grupo de Artin�Tits de tipo esférico. Si α ∈ AS y m es un
entero diferente de cero, entonces Pαm = Pα.

Corolario 5.29. Sea AS un grupo de Artin�Tits de tipo esférico. Si α pertenece a un
subgrupo parabólico P , y β ∈ AS es tal que βm = α para algún entero m diferente de cero,
entonces β ∈ P .

Por otra parte, el teorema nos llevará a probar el siguiente resultado:

Teorema 5.37. El conjunto de subgrupos parabólicos de un grupo de Artin�Tits de tipo
esférico forma un retículo con respecto al orden parcial determinado por la inclusión.
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- Pues no sé, chico, yo no le veo más que ventajas a esto
de ser intelectual.
- Pues entonces conviene que empecemos por el
materialismo dialéctico. Por tener una base, ¾sabes ?

José Luis Cuerda, Amanece que no es poco
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Dans toute cette thèse, on étudiera di�érents propriétés des groupes d'Artin-Tits de type
sphérique et, plus précisément, des groupes de tresses. Il est bien connu que ces groupes on
structure de Garside. Ce chapitre est consacré aux dé�nitions et résultats classiques dont
on aura besoin. On verra aussi des résultats spéci�ques sur les sous-groupes paraboliques,
puisqu'on les utilisera dans plusieurs chapitres.

1.1 Structure de Garside

On dit que G est un groupe de Garside avec structure de Garside (G,G+,∆) s'il admet
un sous-monoïde G+ d'éléments positifs tel que G+ ∩ G−1

+ = {1} et un élément spécial
∆ ∈ G+, appelé élément de Garside, satisfaisant les conditions suivantes :

• Il existe une relation d'ordre partiel dans G, 4, dé�nie par a 4 b⇔ a−1b ∈ G+ telle
que pour tout a, b ∈ G il y a un unique pgcd a ∧ b et un unique ppcm a ∨ b. Cet
ordre est appelé ordre pré�xe (on dit que a est un pré�xe de b) et il est invariant par
multiplication à gauche.

• L'ensemble [1,∆] = {a ∈ G | 1 4 a 4 ∆} s'appelle ensemble d'éléments simples et il
engendre G.

• ∆−1G+∆ = G+.

• Le monoïde G+ est atomique. Cela veut dire que si on dé�nit l'ensemble d'atomes
de G+ comme l'ensemble des éléments a ∈ G+ qui ne sont pas décomposables, i.e.,
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tels qu'il n'y a pas des b, c ∈ G+ non-triviaux tels que a = bc, alors pour tout x ∈ G+

le nombre d'atomes de la forme ai dans la décomposition x = a1a2 · · · an est borné
supérieurement.

Le monoïde G+ induit une autre relation d'ordre partiel invariante par multiplication à
droite, l'ordre su�xe, <. Cet ordre est dé�ni par a < b⇔ ab−1 ∈ G+ (on dit que b est un
su�xe de a), et pour tout a, b ∈ G il existe un unique pgcd (a ∨� b) et un unique ppcm
(a ∧� b).

Exemple 1.1. La structure de Garside classique pour le groupe de tressesBn est (Bn, B
+
n ,∆n)

où
∆n = σ1 ∨ · · · ∨ σn−1 = (σ1σ2 · · ·σn−1)(σ1σ2 · · ·σn−2) · · · (σ1σ2)σ1.

Dans ce cadre, les éléments simples sont aussi appellés tresses de permutation (Elrifai
& Morton, 1994), car l'ensemble des tresses simples est en correspondance bijective avec
l'ensemble des permutations de n éléments.

Remarque 1.2. Observons que G+∆ = ∆G+ implique que l'ensemble de pré�xes de ∆

coïncide avec son ensemble de su�xes.

Notation 1.3. La conjugaison de x par ∆ sera notée

τ(x) = ∆−1x∆.

Dé�nition 1.4. On dit qu'un groupe G muni d'une structure de Garside est de type �ni
si son ensemble d'éléments simples [1,∆] est �ni.

1.1.1 Formes normales

Les formes normales sont des façons uniques d'écrire un élément et servent, par example, à
résoudre le problème du mot. Elles sont très utiles et on les utilisera de manière récurrente.

Dé�nition 1.5. On dé�nit le complément à droite d'un élément simple a par ∂(a) = a−1∆

et son complément à gauche par ∂−1(a) = ∆a−1.

Remarque 1.6. Observons que ∂2 = τ et remarquont que, si a est simple, alors ∂(a) est
aussi simple, c'est-à-dire, 1 4 ∂(a) 4 ∆. Ceci car ∂(a)τ(a) = ∂(a)∆−1a∆ = ∆ et car ∂(a)

et τ(a) sont positifs.

Dé�nition 1.7. Étant donné deux éléments simples a, b, on dit que son produit a · b est
pondéré à gauche (resp. pondéré à droite) si ab∧∆ = a (resp. ab∧�∆ = b). Cela revient à
dire que ∂(a) ∧ b = 1 (resp. a ∧� ∂−1(b) = 1).

Dé�nition 1.8. On dit que l'écriture ∆kx1 · · ·xr d'un élément x est en forme normale
à gauche si k ∈ Z, xi /∈ {1,∆} est un élément simple pour i = 1, . . . , r, et xi · xi+1 est
pondéré à gauche pour 0 < i < r.

De façon analogue, x1 · · ·xr∆k est en forme normale à droite si k ∈ Z, xi /∈ {1,∆} est un
élément simple pour i = 1, . . . , r, et xi · xi+1 est pondéré à droite pour 0 < i < r.

Proposition 1.9 (Dehornoy & Paris, 1999, Corollary 7.5). Les formes normales à gauche
et à droite sont uniques.
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Remarque 1.10. Soient ∆kx1 · · ·xr et y1 · · · yr′∆k′ les formes normales à gauche et à droite
d'un élément x. D'un côté, k = max{p |∆p 4 x} et k + r = min{p |x 4 ∆p}. D'un autre
côté k′ = max{p |x < ∆p} et k′ + r′ = min{p |∆p < x}. Nous a�rmons que k = k′ et
r = r′

En e�et, remarquons que ∆m 4 x si et seulement si x = ∆mx′, x′ ∈ G+, qui est équivalent
à x = (∆mx′∆−m)∆m. Comme ∆mx′∆−m ∈ G+, on obtient x < ∆m. Donc, k = k′. De
façon similaire, k + r = k′ + r′ car x 4 ∆m si et seulement si ∆m < x (Remarque 1.2).

Dé�nition 1.11. Soient ∆kx1 · · ·xr et y1 · · · yr∆k les formes normales à gauche et à droite
d'un élément x. On dé�nit l'in�mum, la longueur canonique et le suprémum de x respec-
tivement par inf(x) = k, `(x) = r and sup(x) = k + r.

Dé�nition 1.12. Si x = ∆kx1 · · ·xr est en forme normale à gauche alors on dé�nit le
facteur initial et le facteur �nal de x comme ι(x) = ∆kx1∆−k et ϕ(x) = xr respectivement.
On dit que x est rigide si ϕ(x) et ι(x) sont pondérés à gauche.

Proposition 1.13. (Elrifai & Morton, 1994, Lemma 4.5) Si x = ∆kx1 · · ·xr est en forme
normale à gauche alors

x−1 = ∆−(k+r)∂−2(k−r+1)−1(xr)∂
−2(k−r+2)−1(xr−1) · · · ∂−2k−1(x1)

est aussi en forme normale à gauche. De la même façon, si x = x1 · · ·xr∆k est en forme
normale a droite, alors

x−1 = ∂2k+1(xr)∂
2(k+1)+1(xr−1) · · · ∂2(k+r−1)+1(x1)∆−(k+r)

est en forme normale à droite.

Outre les formes normales à gauche et à droite, on a les formes normales mixtes, introduites
par Ruth Charney en 1995, qui seront aussi d'une grande utilité.

Dé�nition 1.14. (Charney, 1995, Théorème 2.6) Soient x = x1 · xsy = y1 · · · yt deux
éléments positifs en forme normale à gauche, alors on dit que α = x−1

s · · ·x−1
1 y1 · · · yt est

en forme normale négative-positive si x∧y = 1. Soient x = x1 ·xsy = y1 · · · yt deux élément
positifs en forme normale à droite, alors on dit que α = x1 · · ·xsy−1

t · · · y
−1
1 est en forme

normale positive-négative si x ∧� y = 1.

Si on écrit tout simplement α = x−1y ou α = xy−1, on dira que la forme normale est
courte.

Ces décompositions sont uniques et elles sont liés aux formes normales à gauche et à droite
d'un élément α de la façon suivante : Si x 6= 1 et y 6= 1 alors inf(x) = inf(y) = 0 ; sinon
il y aurait des annulations. Dans ce cas, si on écrit x−1

i = ∂(xi)∆
−1 pour i = 1, . . . , s, et

on passe en conjuguant tous les ∆−1 à la gauche, on obtient α = ∆−sx̃s · · · x̃1y1 · · · yt, où
x̃i = τ−i(∂(xi)). Cette expression est précisément la forme normale à gauche de α. Si x
est trivial, alors α = y1 · · · yt où les premiers p facteurs peuvent être égaux à ∆, donc la
forme normale à gauche est α = ∆pyp+1 · · · yt. Si y est trivial, alors α = x−1

s · · ·x−1
1 où il

y a un certain nombre d'éléments (disons k) parmi les facteurs plus à droite qui peuvent
être égaux à ∆−1. La forme normale à gauche de α dans ce cas serait α = ∆−sx̃s · · · x̃k+1.

Notons que si x 6= 1 alors inf(α) = −s, et si y 6= 1 alors sup(α) = t.
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La forme normale négative-positive peut être calculée à partir de toute décomposition de α
de la forme α = β−1γ, où β et γ sont des éléments positifs : On aura juste besoin d'annuler
δ = β∧γ au milieu (un méthode pour calculer le ppcm peut être trouvé dans (Gebhardt &
González-Meneses, 2010a, Section 4.1.3)). Autrement dit, écrivons β = δx et γ = δy ; alors
α = β−1γ = x−1δ−1δy = x−1y, où il n'y a plus d'annulations possibles. Finalement, pour
obtenir la forme normale négative-positive de α, on calcule les formes normales à gauche
de x et y.

Des raisonnements analogues s'appliquent pour la forme normale positive-négative et la
forme normale à droite.

1.1.2 Ensembles sommitaux

Dé�nition 1.15 (Elrifai & Morton (1994)). Soit ∆kx1 · · ·xr avec r > 0 la forme normale
à gauche de x. Le cyclage de x est dé�ni par

c(x) = ι(x)−1xι(x) = ∆kx2 · · ·xrι(x).

Le décyclage de x est d(x) = ϕ(x)xϕ(x)−1 = ϕ(x)∆kx1 . . . xr−1.

Si r = 0, on dé�nit c(x) = d(x) = x.

Les cyclages et décyclages sont utilisés pour calculer des sous-ensembles importants de la
classe de conjugaison d'un élément que l'on appelle ensembles sommitaux. Ces ensembles
sont �nis si l'ensemble des élément simples est �ni.

Dé�nition 1.16. Étant donné α ∈ G, on note αG la classe de conjugaison de α dans G,
et par C+(α) l'ensemble des conjugués positifs de α.

Dé�nition 1.17 (Garside, 1969). Étant donné α ∈ G, l'ensemble sommital de α, noté
SS(α), est l'ensemble de tous les conjugués de α avec in�mum maximal.

Dé�nition 1.18 (Elrifai & Morton, 1994; Picantin, 2001). Étant donné α ∈ G, l'ensemble
super-sommital de α, noté SSS(α), est l'ensemble de tous les conjugués de α avec in�mum
maximal et supremum minimal. De façon équivalente, SSS(α) est l'ensemble des conjugués
de α avec longueur canonique minimale.

Dé�nition 1.19 (Gebhardt, 2005, Dé�nition 1.17). Étant donné α ∈ G, l'ensemble ultra-
sommital de α, noté USS(α), est l'ensemble de tous les éléments β ∈ SSS(α) tels que
ck(β) = β pour un certain k > 0.

Dé�nition 1.20 (Lee, 2000). Soit α un élément dans un groupe de Garside G. L'ensemble
super-sommital réduit de α est

RSSS(α) = {x ∈ αG : ck(x) = x = dt(x) pour des certains k, t > 0}.

Dé�nition 1.21 (Birman et al., 2007, Dé�nition 2.22). Soit α un élément dans un groupe
de Garside G. L'ensemble super-sommital stable de α est SU(α) = {x ∈ αG : xm ∈
USS(xm) ∀m ∈ Z}.
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Dé�nition 1.22. (Gebhardt & González-Meneses, 2010b, Dé�nition 8) On dé�nit le pré�xe
préféré de x comme

p(x) = ι(x) ∧ ι(x−1).

Le glissement cyclique de x se dé�nit comme le conjugué de x par son pré�xe préféré :

s(x) = p(x)−1xp(x).

Dé�nition 1.23. (Gebhardt & González-Meneses, 2010b, Dé�nition 9) L'ensemble de
circuits glissants de x est dé�ni par l'expression suivante :

SC(x) = {y ∈ xG | sm(y) = y for some m ≥ 1}

Proposition 1.24 (Gebhardt & González-Meneses, 2010b, Proposition 2). Soit x ∈ G.
Alors on a les inclusions suivantes

SC(x) ⊆ RSSS(x) ⊆ USS(x) ⊆ SSS(x) ⊆ SS(x)

1.2 Les groupes d'Artin-Tits

Soit Σ = {σi | i ∈ N = {1, . . . , n}} une partie génératrice �nie et M = (ms,t)s,t∈N une
matrice symétrique, dite de Coxeter, avec ms,s = 1 et ms,t ∈ {2, . . . ,∞} pour s 6= t. Le
système d'Artin-Tits associé à M est (A,Σ), où A est un groupe, dit groupe d'Artin-Tits,
avec la présentation suivante :

A = 〈Σ | σsσtσs . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t éléments

= σtσsσt . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t éléments

∀s, t ∈ Σ, s 6= t, ms,t 6=∞〉.

Remarque 1.25. Notons que dans le relations de la présentation précédente les générateurs
apparaissent avec des exposants positifs, donc on peut dé�nir A+ comme le monoïde donné
par la même présentation. En plus, A+ se plonge sur A (Paris, 2002, Théorème 1.1).
Ainsi, les générateurs de la forme σi sont des atomes. C'est pourquoi Σ est appelé partie
génératrice atomique.

Si on ajoute a la présentation de A les relations σ2
i , on obtient le groupe de Coxeter WA

associé à (A,Σ) :

WA = 〈Σ | s2 = 1∀i ∈ Σ; σsσtσs . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t éléments

= σtσsσt . . .︸ ︷︷ ︸
ms,t éléments

∀s, t ∈ Σ, s 6= t, ms,t 6=∞〉.

On dit que A (ou que (Σ, A)) est de type sphérique quand son correspondant groupe de
Coxeter est �ni.

A peut être représenté par un graphe de Coxeter, noté ΓA. L'ensemble des sommets de
ΓA est Σ, et il y a une arête liant deux sommets σs, σt ∈ Σ si ms,t ≥ 3. Cette arête sera
étiquetée par ms,t si ms,t ≥ 4. On dit que A est irréductible si ΓA est connexe. Il est
bien connu (Coxeter, 1935) que les groupes d'Artin-Tits de type sphérique irréductibles
sont classi�és en dix types di�érents. Cette classi�cation est décrite dans la Figure 1.1
à l'aide de graphes de Coxeter. Si A est réductible, alors il y a une partition non-triviale
Σ = X1∪· · ·∪Xk telle que A est isomorphe à AX1×· · ·×AXk , où tout AXj est irréductible
(chaque Xj est juste l'ensemble des sommets d'une composante connexe de ΓA). Chaque
AXj est appelé composante irréductible de A.
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Figure 1.1 � Classi�cation des groupes d'Artin-Tits de type sphérique.

Dé�nition 1.26. Soit (A,S) un système d'Artin�Tits où A est un groupe d'Artin�Tits
de type sphérique. Son sous-groupe d'Artin-Tits coloré (ou pur) CA ⊂ A est dé�ni de la
façon suivante :

CA := ker(p : A −→WA)

où p est la projection canonique de A sur son groupe de Coxeter associé WA.

Il convient de souligner que si A est le groupe de tresses à n brins, alors son groupe de
Coxeter est le groupe symétrique, puisque chaque tresse induit une permutation des points
dans Dn. Le groupe d'Artin�Tits coloré dans ce cas est ce qu'on appelle le groupe de tresses
pures à n brins. Il est composé des tresses qui induisent une permutation triviale, cet-à-
dire, des tresses dont le i-ème point dans le disque supérieure est lié au i-ème point dans
le disque inférieure.

Proposition 1.27 (Brieskorn & Saito, 1972; Deligne, 1972; Dehornoy & Paris, 1999). Soit
(Σ, A) un système d'Artin-Tits de type sphérique. Alors A possède une structure de Garside
de type �ni (A,A+,∆Σ), que l'on appelle structure de Garside classique.

Proposition 1.28 (Brieskorn & Saito, 1972; Deligne, 1972). Dans un groupe d'Artin-Tits
de type sphérique, les éléments simples de la structure de Garside classique sont les éléments
positifs qui sont sans facteur carré, c'est-à-dire, les éléments positifs qui ne peuvent pas
êtres écrits comme un mot positif contenant le carré d'un génerateur atomique, σ2

i pour un
certain i.

Proposition 1.29 (Brieskorn & Saito, 1972, Lemme 5.1, Théorème 7.1). Soit (Σ, A) un
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système d'Artin-Tits de type sphérique. Alors un élément de Garside pour A est

∆Σ =
∨
σi∈Σ

(σi) =

�∨
σi∈Σ

(σi),

et A+ est engendré par Σ. En plus, ∆e
Σ engendre le centre de A, Z(A) = {x ∈ A | gx =

g, ∀g ∈ A}, pour un certain e ∈ {1, 2}.

1.2.1 Sous-groupes paraboliques

Le long la deuxième partie de cette thèse on va travailler avec des sous-groupes spéci�ques,
les sous-groupes paraboliques, qui sont l'analogue algébrique des système des courbes non-
imbriqués pour les groupes de tresses.

Dé�nition 1.30. Soit (A,Σ) un système d'Artin�Tits de type sphérique. Un sous-groupe
parabolique standard, AX , est le sous-groupe de A engendré par un certain X ⊆ Σ. On
dit que un sous-groupe P est parabolique s'il est conjugué à un sous-groupe parabolique
standard, c'est-à-dire, P = α−1AXα pour un certain sous-groupe parabolique standard AX
et un certain α ∈ A.

Notation 1.31. Il est possible d'avoir P = α−1AY α = β−1AZβ pour di�érents Y,Z ⊂ Σ et
di�érents α, β ∈ A. On écrira le conjugué d'un sous-groupe parabolique P par un élément
α comme

Pα = α−1Pα.

pour exprimer la conjugaison et on écrira P = AαY pour préciser que les données pour la
dé�nition de P sont le sous-ensemble Y et l'élément α.

Proposition 1.32 (Van der Lek (1983)). Un sous-groupe parabolique standard AX d'un
groupe d'Artin�Tits de type sphérique est un groupe d'Artin�Tits de type sphérique dont le
système d' Artin�Tits est (AX , X).

Notation 1.33. D'après la Proposition 1.32 et la Proposition 1.27, on peut utiliser tous
les opérations valables pour les groupes de Garside dans un sous-groupe parabolique stan-
dard AX d'un groupe de Artin�Tits de type sphérique. Pour spéci�er que l'opération s'ef-
fectue par rapport à la structure de Garside (AX , A

+
X ,∆X), on ajoutera aux opérations le

sous-indice X. Par example, la conjugaison par ∆X , le cyclage et le décyclage par rapport
a cette structure seront notés τX , cX et dX respectivement.

Dé�nition 1.34. Soit P = AαX un sous-groupe parabolique d'un groupe d'Artin�Tits de
type sphérique. On dit que P est irréductible si AX est irréductible.

Dans chaque sous-groupe parabolique il y a un élément clé, appelé élément central de
Garside, qui nous permettra de simpli�er notre travail.

Dé�nition 1.35. Soit AX un sous-groupe parabolique standard d'un groupe d'Artin�Tits
de type sphérique. On appelle élément central de Garside de AX , noté zX , la plus petite
puissance positive de ∆X qui est centrale, à savoir ∆X ou bien ∆2

X .

L'élément central de Garside d'un sous-groupe parabolique quelconque P = AαX sera dé�ni
par l'expression zP := zαX .
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Proposition 1.36 (Godelle, 2003, Proposition 2.1). Soient X,Y ⊆ Σ et g ∈ A. Alors, les
a�rmations suivantes sont équivalentes :

1. g−1AXg ⊆ AY ;

2. g−1zXg ∈ AY ;

3. g = xy où y ∈ AY et x conjugue X vers un sous-ensemble de Y .

La proposition précédente est une généralisation du (Paris, 1997, Theorem 5.2) et on verra
qu'elle implique que conjuguer des sous-groupes paraboliques standards est équivalent à
conjuguer leurs éléments centraux de Garside.

Lemme 1.37. Soient X,Y ⊂ Σ et soient X = X1 t · · · t Xn et Y = Y1 t · · · t Ym les
partitions de X et Y , respectivement, induites par les composantes indécomposables de AX
et AY . Alors, pour tout g ∈ A, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. g−1AXg = AY .

2. m = n et g = xy, où y ∈ AY et les parties de Y peuvent être réordonnées pour avoir
x−1Xix = Yi pour i = 1, . . . , n.

3. m = n et g = xy, où y ∈ AY et les parties de Y peuvent être réordonnées pour avoir
x−1AXix = AYi pour i = 1, . . . , n.

Démonstration. Supposons que g−1AXg = AY . Par la Proposition 1.36, on peut décom-
poser g = xy où y ∈ AY et x conjugue l'ensemble X vers un sous-ensemble de Y . Or,
la conjugaison par y induit un automorphisme de AY ; ainsi, x conjugue AX isomorphi-
quement vers AY , donc il conjugue X vers tout l'ensemble Y . Comme les composantes
connexes de ΓX (resp. ΓY ) sont déterminés par des relations de commutation entre les
lettres deX (resp. Y ), la conjugaison par x envoie des composantes indécomposables de AX
vers des composantes indécomposables de AY . Par conséquent,m = n et x−1Xix = Yi pour
i = 1, . . . , n (en réordonnant les composantes indécomposables de Y de façon convenable).
Ainsi, la première assertion implique la deuxième.

Finalement, la deuxième assertion implique la troisième trivialement et la troisième asser-
tion implique la première, car on a AX = AX1 × · · · ×AXn et AY = AY1 × · · · ×AYn .

Lemme 1.38. Soient X,Y ⊆ Σ, g ∈ A. Alors,

g−1AXg = AY ⇐⇒ g−1zXg = zY .

Démonstration. Supposons que g−1zXg = zY . Alors, en utilisant la Proposition 1.36, on a
g−1AXg ⊆ AY et aussi gAY g−1 ⊆ AX . Comme la conjugaison par g est un isomorphisme
de A, la dernière inclusion est équivalente à AY ⊆ g−1AXg. Donc, g−1AXg = AY , comme
désiré.

Réciproquement, supposons que g−1AXg = AY . En utilisant le Lemme 1.37, on peut
décomposer g = xy où y ∈ AY et x est tel que x−1AXix = AYi , où AXi et AYi sont
des composantes indécomposables de AX et AY pour i = 1, . . . , n. Comme la conjugaison
par x dé�nit un isomorphisme entre AXi et AYi , on déduit que x−1Z(AXi)x = Z(AYi).
Donc, on a x−1zXix = ∆ki

Yi
pour un certain ki ∈ Z, puisque le centre AYi est cyclique

(Proposition 1.29). Soit zXi = ∆εi
Xi

et zYi = ∆ζi
Yi
. Comme AXi et AYi sont isomorphes,
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on a εi = ζi. Remarquons aussi que, dans un groupe d'Artin-Tits de type sphérique, les
relations sont homogènes et donc ki = εi = ζi, ce qui implique que x−1zXix = zYi . Soit

e = max{εi | zXi = ∆εi
Xi
} = max{ζi | zYi = ∆ζi

Yi
},

et notons dXi = ∆e
Xi

et dYi = ∆e
Yi

pour i = 1, . . . , n. Observons que dXi est égal soit à zXi
soit à (zXi)

2, et la même chose s'applique pour chaque dYi . De ce fait, x
−1dXix = dYi pour

i = 1, . . . , n. Comme zX =
∏n
i=1 dXi et zY =

∏n
i=1 dYi , on déduit que x−1zXx = zY . Ainsi,

g−1zXg = y−1(x−1zXx)y = y−1zY y = zY .

Remarque 1.39. L'élément zP est bien dé�ni : si P = α−1AXα = β−1AY β, alors on a
βα−1AXαβ

−1 = AY , donc par le Lemme 1.38 βα−1zXαβ
−1 = zY et α−1zXα = β−1zY β.

A�n de démontrer les résultats sur les sous-groupes paraboliques, on va dé�nir des objets
qui généralisent aux groupes d'Artin-Tits de type sphérique quelques opérations utilisés
dans la théorie de tresses :

Dé�nition 1.40. Soit (A,Σ) un système d'Artin�Tits de type sphérique et soit X ⊂ Σ,
t ∈ Σ. On dé�nit

rX,t = ∆X∪{t}∆
−1
X , rt,X = ∆−1

X ∆X∪{t}.

Remarque 1.41. Au cas où t /∈ X, la dé�nition de rX,t est équivalente à la dé�nition de
ruban élémentaire positif (Godelle, 2003, Dé�nition 0.4). Observons que si t ∈ X, rX,t = 1.
Sinon, remarquons que ∆X∪{t} = rX,t∆X est simple, et les éléments simples sont sans
facteur carré (Proposition 1.28). Or, ∆X peut commencer avec n'importe quelle lettre
de X ; donc, si t /∈ X, la seule lettre qui est su�xe de rX,t est t. En particulier, rX,t < t.
De façon analogue, t 4 rt,X

Proposition 1.42. Il y a deux uniques sous-ensembles Y, Y ′ ⊂ X ∪ {t} tels que rX,tX =

Y rX,t et Xrt,X = rt,XY
′.

Démonstration. Étant donné Z ⊂ Σ, la conjugaison par ∆Z permute les éléments de
Z. Notons Y l'image de X sous la permutation de X ∪ {t} induite par la conjugaison
par ∆X∪{t}. Alors

rX,tXr
−1
X,t = ∆X∪{t}∆

−1
X X∆X∆−1

X∪{t} = ∆X∪{t}X∆−1
X∪{t} = Y.

La preuve pour rt,X est analogue.

Lemme 1.43. Soient (A,Σ) un système d'Artin�Tits de type sphérique, X ⊆ S et t ∈ S,
alors les éléments rX,t et rt,X peuvent être caractérisés par la propriété suivante :

∆X ∨ t = rX,t∆X = ∆Xrt,X

Démonstration. Cela découle immédiatement de la dé�nition de ∆X (Proposition 1.29),
qui est le plus petit commun multiple des éléments dans X, et de la dé�nition de ∆X∪{t} =

rX,t∆X = ∆Xrt,X , qui est le plus petit commun multiple des éléments dans X ∪ {t}.

Remarque 1.44. Dans la deuxième partie de cette thèse, il y aura des résultats énoncés juste
pour rX,t ou pour rt,X . Heureusement, tous les résultats montrés pour rX,t ont normalement
une version valable pour rt,X (et vice-versa) dont la preuve est analogue.
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1.2.2 Correspondance entre sous-groupes paraboliques et courbes

On a dit dans l'introduction que les systèmes de courbes non-dégénérées dans Dn sont
en correspondance avec les sous-groupes paraboliques propres du groupe de tresses à n
brins, c'est-à-dire, les sous-groupes paraboliques de Bn qui sont di�érents de A et de {1}.
En particulier, les classes d'isotopie des courbes simples fermées non-dégénérées sont en
correspondance avec les sous-groupes paraboliques irréductibles propres. On va expliquer
cela avec plus de détails (les explications pour les systèmes de courbes non-imbriqués sont
analogues). On dé�nit la correspondance par

ϕ :


Classes d'isotopie de

courbes simples fermées
non-dégénérées dans Dn

 −→
{

Sous-groupes paraboliques
irréductibles propres de Bn

}
de façon que, pour une courbe c, son image ϕ(c) est l'ensemble des tresses qui peuvent être
représentées par un automorphisme de Dn dont le support est entouré par C.

Voyons que l'image de ϕ ne contient que des sous-groupes paraboliques irréductibles. Sup-
posons que Dn est représenté par un sous-ensemble du plan complexe, dont le bord est
un cercle, et dont les trous correspondent aux nombres réels 1, . . . , n. Soit Cm un cercle
entourant les trous 1, . . . ,m où 1 < m < n. Alors ϕ(cm) est un sous-groupe de Bn
qui est isomorphe à Bm. En fait, il est le sous-groupe parabolique standard AXm , où
Xm = {σ1, . . . , σm−1}. D'une manière générale, si on considère une courbe simple fer-
mée non-dégénérée c dans Dn, on peut toujours dé�nir un automorphisme α de Dn tel que
α(c) = cm pour un certain 1 < m < n. Cet automorphisme α représente une tresse, et donc
par construction ϕ(c) est précisément le sous-groupe parabolique irréductible αAXmα

−1.

Il est clair que ϕ est surjectif car, étant donné un sous-groupe parabolique irréductible P =

αAXα
−1, on peut prendre un cercle c′ dans Dn entourant les trous consécutifs susceptibles

d'être bougés par les générateurs dans X, et ça implique que ϕ(α−1(c′)) = P . L'injectivité
de ϕ est une conséquence d'un lemme du quatrième chapitre :

Lemme 4.16 Soient P = AαX et Q = AβY deux sous-groupes paraboliques d'un groupe
d'Artin-Tits A de type sphérique. Alors, on a

g−1Pg = Q⇐⇒ g−1zP g = zQ.

Pour les groupes de tresses, soient C une courbe simple fermée non-dégénérée et P = ϕ(C)

son sous-groupe parabolique irréductible correspondant. L'élément central zP est soit un
conjugué d'un générateur atomique (si C entoure deux trous), soit le twist de Dehn le
long la courbe C (si C entoure plus de deux trous). Donc, si C1 et C2 sont tels que
ϕ(C1) = ϕ(C2) alors soit zP , soit z2

P est le twist de Dehn le long C1 et aussi le twist de
Dehn le long C2. Deux twists de Dehn le long des courbes non-dégénérées correspondent
au même élément du groupe modulaire si et seulement si ses courbes correspondantes sont
isotopes (Franco & González-Meneses, 2003, Fait 3.6), donc C1 et C2 sont isotopes. Ceci
termine la démonstration que ϕ est injective.

Ainsi, au lieu de parler de courbes, dans un groupe d'Artin�Tits A de type sphérique
on parlera de sous-groupes paraboliques irréductibles. Le groupe A agit (à droite) sur
l'ensemble de sous-groupes paraboliques par conjugaison. Cette action correspond à l'action
des tresses sur les classes d'isotopie des courbes simples fermées non-dégénérées.
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Les résultats de ce chapitre correspondent à un travail en collaboration avec Bert Wiest.

Soit Mod(S) le groupe modulaire d'une surface fermée S (avec genre(S) > 2), muni d'une
partie génératrice �nie quelconque Σ. Le groupe Mod(S) agit sur le complexe de courbes
de la surface. Dorénavant, on entendra par courbe la classe d'isotopie d'une courbe simple
fermée.

2.1 Le complexe de courbes

Dé�nition 2.1. Les classes d'isotopie des courbes de S forment un complexe simplicial,
appelé complexe de courbes, noté CC et dé�ni comme suit : un simplexe de dimension d est
un ensemble de d+ 1 (classes d'isotopie de) courbes qui admettent une réalisation de d+ 1

courbes disjointes.

Le 1-squelette du complexe de courbes est appelé le graphe de courbes, dont les sommets
sont les courbes, et il y a une arête liant deux sommets représentant deux courbes si elles
peuvent êtres isotopées a�n d'être disjointes.

Dé�nition 2.2. On donne une structure métrique au complexe de courbes en �xant la
longueur de chaque arête à 1. On note dCC(a, b) la distance entre deux courbes a et b, qui
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est dé�nie comme la longueur la plus petite parmi les longueurs des chemins qui relient les
sommets a et b dans CC.

Les concepts qui suivent sont nécessaires pour comprendre la preuve du théorème principal
de ce chapitre :

Dé�nition 2.3. Un ensemble de courbes C remplit S si toute autre courbe de la surface
intersecte C.

Dé�nition 2.4. Soit c un courbe dans S et choisissons une orientation pour c. Considérons
un voisinage tubulaire N de c, qui doit être homéomorphe à un anneau. L'action de réaliser
une volte de 360o dans N et l'étendre à toute la surface S est un automorphisme noté Tc
et appelé twist de Dehn autour de c (voir Figure 2.1).

Figure 2.1 � Twist de Dehn autour de c et comment ça deforme la courbe c′.

2.2 Proportion des éléments pseudo-Anosov

Considérons la boule BΓ(1, R) de centre l'identité et de rayon R dans le graphe de Cay-
ley Γ := Γ(Mod(S),Σ). Rappelons que la conjecture de généricité a�rme que la proportion
des éléments pseudo-Anosov parmi les sommets de la boule tend vers 1 quand le rayon tend
vers l'in�ni :

lim
R→∞

|éléments pseudo-Anosov dansMod(S) ∩ BΓ(1, R)|
|BΓ(1, R)|

= 1

Dans ce chapitre on va démontrer le résultat suivant :

Corollaire 2.5.

lim inf
R→∞

|éléments pseudo-Anosov dans Mod(S) ∩ BΓ(1, R)|
|BΓ(1, R)|

> 0

La preuve est assez facile, et n'utilise que des ingrédients bien connus, à savoir un théorème
classique de Albert Fathi (Fathi, 1987), et l'hyperbolicité acylindrique de l'action du groupe
modulaire sur le complexe de courbes (Bowditch, 2008).

On en déduira le Corollaire 2.5 de façon presque immédiate à partir du théorème technique
suivant :

Théorème 2.6. Il existe un sous-ensemble �ni F de Mod(S) tel que pour tout élément g
de Mod(S), au moins une des classes d'applications {f ◦ g | f ∈ F} est pseudo-Anosov.
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Les démonstrations du Corollaire 2.5 et du Théorème 2.6 seront expliqués dans la Sous-
section 2.2.1. Dans la Section 2.3 on montrera qu'il y a des résultats analogues pour une
grande famille de sous-groupes des groupes modulaires, par exemple pour les sous-groupes
d'indice �ni de Mod(S), et pour le groupe de Torelli.

2.2.1 Démonstrations

Premièrement, on énonce les deux résultats importants sur lesquels sont basées nos preuves.

Théorème 2.7 (Fathi, 1987, Théorème 0.1). Si g ∈ Mod(S) et c est une courbe simple
fermée dans S telle que les courbes {gn(c) | n ∈ Z} remplissent S, alors T kc ◦ g est toujours
pseudo-Anosov, à exception d'au plus sept valeurs consécutifs de k. En particulier, soit g,
soit T 7

c ◦ g, (ou les deux) sont pseudo-Anosov.

Théorème 2.8 (Bowditch, 2008, Théorème 1.3). Mod(S) agit acylindriquement sur le
complexe de courbes, c'est-à-dire, pour tout r > 0, il existe R(r), N(r) > 0 tels que pour
n'importe quel couple de sommets a, b du complexe de courbes avec dCC(a, b) > R(r) il y a
au plus N(r) éléments di�érents g de Mod(S) tels que dCC(a, g(a)) < r et dCC(b, g(b)) < r.

Lemme 2.9. Il existent deux courbes a, b dans S telles que pour tous sauf un nombre �ni
d'éléments g de Mod(S), soit a et g(a) remplissent S, soit b et g(b) remplissent S (ou tous
les deux).

Démonstration. Remarquons que deux courbes remplissent S si et seulement si, dans le
complexe de courbes CC, elles sont à distance plus grande que 3.

On doit appliquer le Théorème 2.8 au cas r = 3. Comme CC est de diamètre in�ni (Masur
& Minsky, 1999, Théorème 1.1), on a le droit de choisir arbitrairement deux courbes a et
b dans S, avec la restriction dCC(a, b) > R(3). Le Théorème 2.8 dit que pour tous sauf un
nombre �ni (au plus N(3)) d'éléments g de Mod(S), l'action de g sur la courbe déplace au
moins un des deux sommets, a ou b, par au moins 3. Cela termine la preuve.

Démonstration du Théorème 2.6 On dé�nit F ′ = {1G ∪ T 7
a ∪ T 7

b }. Le Théorème 2.7 et le
Lemme 2.9 impliquent : pour tout élément g de Mod(S), sauf un nombre �ni, au moins
une des classes d'applications de {f ◦ g | f ∈ F ′} est pseudo-Anosov.

Maintenant on doit s'occuper du nombre �ni des élément de Mod(S), disons {g1, . . . , gN},
où N 6 N(3). Pour chaque gi, on choisit un fi ∈ G tel que fi ◦ gi n'est pas un élément
exceptionnel. Alors pour tout i, au moins une des classes d'applications {f ◦fi◦gi | f ∈ F ′}
est pseudo-Anosov. Par conséquent, on a complété la démonstration du Théorème 2.6, avec

F =
{

1, T 7
a , T

7
b

} ⋃
i=1,...,N

{
fi, T

7
a ◦ fi, T 7

b ◦ fi
}

�

Démonstration du Corollaire 2.5 Soit R′ = max {dΓ(1, f) | f ∈ F}+ 1. Le Théorème 2.6
nous dit que l'union de toutes le boules ayant pour rayon R′ centrées en les sommets
pseudo-Anosovs de Γ est tout le graphe de Cayley Γ.

Pour R > R′, les centres des boules de rayon R′, couvrant BΓ(1, R−R′), doivent être placées
dans BΓ(1, R). Donc, l'union des boules de rayon R′ centrées en les sommets pseudo-Anosov
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de BΓ(1, R) contient BΓ(1, R−R′). On obtient

|BΓ(1, R′)| · |éléments pseudo-Anosov de Mod(S) ∩ BΓ(1, R)| > |BΓ(1, R−R′)|

et alors

|éléments pseudo-Anosov de Mod(S) ∩ BΓ(1, R)|
|BΓ(1, R)|

>
|BΓ(1, R−R′)|
|BΓ(1, R)|

· 1

|BΓ(1, R′)|

Les deux facteurs peuvent être bornés inférieurement indépendamment de R. En fait,
comme tous les sommets de Γ ont pour valence au plus 2|Σ| et le nombre d'éléments dans
une boule dans un graphe de Cayley croît au plus de façon exponentielle par rapport à son
rayon, on a l'estimation

|B(1, R′)| ≤ 1 + 2|Σ|+ (2|Σ|)2 + · · ·+ (2|Σ|)R′ ≤ (2|Σ|)R′+1.

Notons E(k) = {x | d(1, x) = R − R′ + k}. À cause de la croissance exponentielle des
boules, on sait aussi que |E(k)| est borné supérieurement par |B(1, R−R′)| · (2|Σ|)k, pour
1 ≤ k ≤ R′. En conséquence,

|B(1, R)|
|B(1, R−R′)|

≤ |B(1, R−R′)|+ E(1) + · · ·+ E(R′)

|B(1, R−R′)|

≤ |B(1, R−R′)|
|B(1, R−R′)|

+ 2|Σ|+ (2|Σ|)2 + · · ·+ (2|Σ|)R′

≤ 1 + 2|Σ|+ (2|Σ|)2 + · · ·+ (2|Σ|)R′

≤ (2|Σ|)R′+1.

Ainsi, la lim inf étudiée dans le Corollaire 2.5 est au moins (2 |Σ|)−2(R′+1). �

Remarque 2.10. Après une première mise en ligne de ce résultat, Mladen Bestvina nous a
gentiment indiqué qu'il y a une démonstration complètement di�érente du Théorème 2.6.
Cette preuve s'applique aussi à des autre contextes, par example pour démontrer que
les éléments totalement irréductibles ont une densité positive dans Out(Fn). La clé est
l'existence (Bestvina & Fujiwara, 2007) des quasi-morphismes homogènes ϕ : Mod(S)→ R
qui sont non-bornés, mais tel que |ϕ| est uniformément borné par une constante C dans
tous les éléments réductibles et périodiques. Après il faut �xer un quasi-morphisme ϕ, et
quelques éléments f de Mod(S) avec ϕ(f) > C + ∆ et ϕ(f−1) < −C −∆ (où ∆ note le
défaut de ϕ). Alors pour tout g ∈ G, soit f−1◦g soit f ◦g est pseudo-Anosov. Pour le détails
du contexte de Out(Fn) voir (Bestvina & Feighn, 2010), en particulier la Remarque 4.33.

2.3 Éléments pseudo-Anosovs dans des sous-groupes du groupe
modulaire

Tout au long de cette section, on va noter H un sous-groupe de Mod(S), et ΓH sera le
graphe de Cayley de H par rapport à une partie génératrice. Rappelons que Mod(S) est
engendré par un nombre �ni de twists de Dehn. Ceci est montré dans (Dehn, 1987) et
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Figure 2.2 � Pour engendrer le groupe modulaire d'une surface de genre g on a besoin
de 2g + 1 générateurs, qui sont précisément les twists de Dehn le long le courbe rouges du
dessin.

(Lickorish, 1964), mais c'était dans (Humphries, 1979) où on trouve le nombre minimal de
twists de Dehn dans Σ (voir Figure 2.2). On s'intéressera au cas où H remplit la condition
suivante :

Condition (∗) Il existent des sommets a, b du complexe de courbes CC et des en-
tiers ka, kb ∈ Z tels que

� dCC(a, b) > R(3) et
� T kaa , T kbb ∈ H

où R(3) est le nombre utilisé dans la preuve du Lemme 2.9.

Exemple 2.11. Tous les sous-groupes d'indice �ni dans Mod(S) satisfont la Condition (∗) :
Prenons des courbes a et b satisfaisant dCC(a, b) ≥ R(3) comme dans la preuve du Lemme 2.9.
Soit H un groupe d'indice �ni dans Mod(S). Si H est de type �ni, pour tout twist de Dehn
Tc ∈ Σ, il y a un nombre kc ∈ Z tel que T kcc ∈ H. Cela implique que pour tout élément g
de Mod(S) et en particulier pour Ta et Tb, on a gk ∈ H pour un certain k ∈ Z.
Exemple 2.12 (Farb & Margalit, 2012, Chapitre 6). Notons le groupe symplectique entier
par

Sp(2g,Z) = {A ∈ GL(2g,Z) |ATJA = J}

où J est la matrice de dimension 2g × 2g suivante :

J =



0 1 0 0 · · · 0 0

−1 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 1 · · · 0 0

0 0 −1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 −1

0 1 0 0 · · · −1 0


.

On dé�nit le groupe de Torelli T (S) comme le noyau d'une représentation

Ψ : Mod(S) −→ Sp(2g,Z),

appelée représentation symplectique de Mod(S). Ce groupe contient exactement les élé-
ments qui agissent de façon triviale sur la première homologie de la surface S.

T contient tous les twists de Dehn le long les courbes séparantes de S. Comme CC est de
diamètre in�ni et toute courbe est a distance au plus 1 d'une séparante, on peut choisir
a et b telles qu'elles soient courbes séparantes à distance plus grande que R(3). Donc, T
satisfait la Condition (*).
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De la même façon que dans l'exemple précédent, les groupes d'indice �ni du groupe de
Torelli satisfont aussi la Condition (*).

Théorème 2.13. Supposons que H est un sous-groupe de Mod(S), le groupe modulaire
de S, qui satisfait la Condition (∗) précédente. Alors les éléments pseudo-Anosovs ont
densité positive dans H : Il existe un sous-ensemble �ni F de H tel que pour tout élément g
de H, au moins une des classes d'applications de {f ◦ g | f ∈ F} est pseudo-Anosov. En
plus,

lim inf
R→∞

|éléments pseudo-Anosovs de H ∩ BΓH(1, R)|
|BΓH(1, R)|

> 0

Démonstration La preuve ressemble beaucoup à celle du Théorème 2.6. Cette fois on
choisit les sommets a et b de Σ, et les entiers ka et kb tels qu'ils satisfaisaient la Condi-
tion (∗). On peut remplacer ka et kb par des multiples d'eux-mêmes, donc on suppose en
plus que ka, kb > 7.

Dé�nir F ′ = {1H∪T kaa ∪T
kb
b }, le Théorème 2.7 et le Lemme 2.9 impliquent que pour tout g

de H, sauf un nombre �ni de cas exceptionnels, au moins une des classes d'applications
de {f ◦ g | f ∈ F ′} est pseudo-Anosov.

Pour chaque élément exceptionnel gi ∈ H, on choisit un fi ∈ H tel que fi ◦ gi ∈ H est non-
exceptionnel. Maintenant on peut appliquer le même argument que dans la démonstration
du Théorème 2.6 et on aura que pour tout g ∈ H, au moins une des classes d'applications
de {f ◦ g | f ∈ F ′} est pseudo-Anosov, où

F =
{

1, T kaa , T kbb

} ⋃
i=1,...,N

{
fi, T

ka
a ◦ fi, T

kb
b ◦ fi

}
Finalement, on déduit que la limite inférieure de la proportion d'éléments pseudo-Anosov
dans des boules su�samment grandes du graphe de Cayley de H est strictement positive de
façon complètement analogue à la preuve du Corollaire 2.5. Il faut juste remplacer Mod(S)

par H et Γ par ΓH. �

Remarque 2.14. On peut démontrer le Théorème 2.6 en utilisant une version plus faible du
théorème de (Bowditch, 2008). En e�et, il su�t de savoir qu'il existe un élément de Mod(S)

qui agit de façon faiblement proprement discontinue (Przytycki & Sisto, 2017). Toutefois,
pour la preuve du Théorème 2.13, on a besoin du théorème de Bowditch complet.
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Soit A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique muni d'une partie génératrice ΣA. Le
groupe A agit sur un complexe CAL décrit dans (Calvez & Wiest, 2016) qui s'appelle
complexe de longueur supplémentaire.

3.1 Complexe de longueur supplémentaire

Dé�nition 3.1 (Calvez & Wiest, 2016, Dé�nition 1). Soit G un groupe de Garside. On
dit que y ∈ G est un élément absorbable si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. inf(y) = 0 ou sup(y) = 0.

2. Il existe un certain x ∈ G tel que inf(xy) = inf(x) et sup(xy) = sup(x).

Dans ce cas on dit que x absorbe y.

Dé�nition 3.2 (Calvez & Wiest, 2016, Dé�nition 2). Soit (G,G+,∆) une structure de
Garside. On dé�nit le complexe de longueur supplémentaire, CAL(G,G+,∆) (abrégé CAL),
comme le graphe connexe qui suit :

� Les sommets sont en correspondance bijective avec G/〈∆〉, c'est-à-dire, les classes
d'équivalence g∆Z = {g∆p | p ∈ Z}. Chaque classe v a un seul représentant avec
in�mum 0, qu'on note v.

� Deux sommets v et w sont connectés par une arête si et seulement si on a une des
deux situations suivantes :

1. Il y a un élément m 6= 1,∆ simple tel que vm = w.
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2. Il y a un élément absorbable y ∈ G tel que vy = w.

Comme précédemment, on donne une structure métrique a ce complexe en �xant la lon-
gueur de chaque arête à 1.

Ce complexe partage avec le complexe des courbes la propriété très importante d'être
δ-hyperbolique :

Théorème 3.3 (Calvez & Wiest, 2016, Théorème 4). Pour toute structure de Garside
(G,G+,∆), le complexe CAL est 60-hyperbolique.

3.2 Proportion des actions loxodromiques

On note Lox(A, CAL) l'ensemble des éléments de A qui agissent loxodromiquement sur CAL.
Rappelons que la conjecture de généricité du chapitre précédent a un résultat analogue,

lim
R→∞

|Lox(A, CAL) ∩BΓ(A,ΣA)(1, R)|
|BΓ(A,ΣA)(1, R)|

= 1.

qui a été démontré par (Calvez & Wiest, 2017), mais seulement pour le système de généra-
teurs de Garside. Dans le Lemme 3.6 on donnera une condition valable pour tout système
de générateurs. Si un sous-groupe G de A, muni d'une partie génératrice �nie Σ, satisfait
cette condition, alors les boules de Γ(G,Σ) ayant un rayon su�samment grand ont une
proportion positive d'éléments agissant loxodromiquement sur CAL. Le résultat principal de
ce chapitre montre que cette condition est satisfaite pour les groupes d'Artin�Tits de type
sphérique irréductibles, pour ses sous-groupes colorés et pour certains de ses sous-groupes
commutateurs :

Théorème 3.4. Soit G un groupe d'Artin�Tits de type sphérique irréductible, son sous-
groupe coloré (voir Dé�nition 1.26) ou le sous-groupe commutateur de I2(2m+1), An, Dn, En
ou Hn (voir classi�cation dans la Figure 1.1). Soit Σ une partie génératrice �nie quelconque
de G. Alors on a

lim inf
R→∞

|Lox(G, CAL) ∩BΓ(G,Σ)(R)|
|BΓ(G,Σ)(R)|

> 0

Notre résultat technique principal se base sur le lemme suivant :

Lemme 3.5 (Calvez & Wiest, 2017). Pour tout atome a ∈ A, il existe un élément xa ∈ A
qui agit loxodromiquement sur CAL tel que les formes normales à droite et à gauche de xa
coïncident et ι(xa) = ϕ(xa) = a.

De plus, si g ∈ A est rigide et sa forme normale contient le sous-mot wa := x390
a , alors g

agit loxodromiquement sur CAL.

Ce lemme est un résumé de plusieurs résultats démontrés par Calvez et Wiest. Pour tout
atome a, l'élément xa est construit dans le (Calvez & Wiest, 2017, Théorème 3.1). La
deuxième partie du lemme est montrée dans le (Calvez & Wiest, 2017, Lemme 5.3).

Lemme 3.6. Soit G un sous-groupe de A. Supposons qu'il y a un ensemble �ni X d'élé-
ments de G tel que pour tout g ∈ G il existe x ∈ X tel que g · x est rigide et sa forme
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normale contient le sous-mot wa. Soit B(R) := BΓ(G,Σ)(1, R), où Σ est une partie généra-
trice �nie de G. Alors il y a des constantes ε,R0 > 0 qui dépendent de Σ, telles que, pour
tout R > R0,

|Lox(G, CAL) ∩B(R)|
|B(R)|

> ε

Démonstration. Dé�nissons ‖x‖Σ = min{n |x = a1 · · · an, ai ∈ Σ ∪ Σ−1 ∀i} comme la
longueur de x par rapport à Σ. Soit R0 = max{‖x‖Σ|x ∈ X} le maximum des longueurs,
par rapport au système de générateurs Σ, de tous les éléments deX. Par le Lemme 3.5, pour
tout g ∈ G, g · x agit loxodromiquement sur CAL, pour un certain x ∈ X. Par conséquent,
d(g,Lox(G, CAL)) ≤ R0, pour tout g ∈ G. En particulier pour tout g ∈ B(R − R0), il y a
un élément loxodromique qui est à distance au plus R0 de g et qui se trouve dans B(R).
Alors,

|B(R−R0)| ≤ |Lox(G, CAL) ∩B(R)| · |B(R0)|,

ce qui implique que

|Lox(G, CAL) ∩B(R)|
|B(R)|

≥ |B(R−R0)|
|B(R)|

· 1

|B(R0)|
.

En outre, comme le nombre des éléments dans une boule dans un graphe de Cayley croît
au plus de façon exponentielle par rapport à son rayon, on a

|B(R0)| ≥ 1 + 2|Σ|+ (2|Σ|)2 + · · ·+ (2|Σ|)R0 ≤ (2|Σ|)R0+1.

On peut voir que le nombre d'éléments dans E(k) = {x | d(1, x) = R − R0 + k} est borné
supérieurement par |B(R−R0)| · (2|Σ|)k, pour 1 ≤ k ≤ R0. Donc on a

|B(R)|
|B(R−R0)|

≤ |B(R−R0)|+ E(1) + · · ·+ E(R0)

|B(R−R0)|

≤ |B(R−R0)|
|B(R−R0)|

+ 2|Σ|+ (2|Σ|)2 + · · ·+ (2|Σ|)R0

≤ 1 + 2|Σ|+ (2|Σ|)2 + · · ·+ (2|Σ|)R0

≤ (2|Σ|)R0+1.

Ainsi donc, ε =
1

(2|Σ|)2(R0+1)
est le nombre recherché.

3.2.1 Démonstrations

Le Théorème 3.4 est une synthèse des trois théorèmes suivants, qui seront montrés séparé-
ment.

Théorème 3.7. Soit (A,ΣA) un système d'Artin-Tits de type sphérique irréductible et Σ

une partie génératrice �nie quelconque de A. Soit B(R) := BΓ(A,Σ)(1, R). Alors il y a des
constantes ε,R0 > 0 qui dépendent de Σ′, telles que pour tout R > R0,

|Lox(A, CAL) ∩B(R)|
|B(R)|

> ε
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Démonstration. On veut montrer que le Lemme 3.6 peut être appliqué dans ce cas. En
d'autres termes, il faut véri�er que pour tout g ∈ G on peut trouver un x ∈ G tel que g · x
est rigide et sa forme normale à gauche contient le sous-mot wa. On doit aussi prouver que la
longueur de x est bornée supérieurement, a�n de garantir la �nitude de la famille X décrite
dans le Lemme 3.6. L'élément désiré x sera construit comme le produit x = wz ·wa ·wr, où
wz, wa et wr sont des mot en forme normale à gauche dont l'in�mum est égal à zéro. De
plus, il faut que tout le mot wg ·wz ·wa ·wr soit en normale à gauche , où wg est la forme
normale de g.

Avant d'entrer dans les détails de la preuve, on va décrire la fonction de chaque facteur
de x. Le premier mot wz garantit que le produit g ·x est en forme normale à gauche ; wa est
l'élément mentionné dans le Lemme 3.6 ; �nalement, wr fournit la rigidité de l'élément g ·x.

On rappelle que par le Lemme 3.5, ι(wa) = ϕ(wa) = a. Soient b et s des atomes tels
que ϕ(g) < b et s 64 ι(g). Maintenant le but est d'écrire

wz = b · w′z · a, wr = a · w′r ·∆s−1.

où le premier et le dernier facteur des formes normales de wz et wr sont indiqués en
caractères gras. A�n d'aider à visualiser l'idée de la démonstration, il faut garder en tête
que g · x doit être de la forme

s 64︷︸︸︷
ι(g) · · ·

<b︷ ︸︸ ︷
ϕ(g)︸ ︷︷ ︸

wg

· b · · ·a︸ ︷︷ ︸
wz

·a · · ·a︸ ︷︷ ︸
wa

·a · · · (∆s−1)︸ ︷︷ ︸
wr

.

Des mots wz et wr avec ces caractéristiques peuvent être construits avec moins de 6 éléments
simples. Ce fait est montré dans (Caruso, 2017, Lemma 3.4) pour le groupe de tresses et
dans (Gebhardt & Tawn, 2016, Propositions 57-65) pour les autres groupes d'Artin-Tits de
type sphérique irréductibles. Ainsi, x peut être construit et sa longueur est bornée, comme
on voulait le démontrer.

On veut montrer cela aussi pour des sous-groupes colorés des groupes d'Artin-Tits de type
sphérique. Comme on l'a dit dans l'introduction, les tresses qui agissent loxodromiquement
sur le complexe de longueur supplémentaire correspondant sont pseudo-Anosov. Donc en
particulier, le théorème suivant démontre que le groupe de tresses pures a une proportion
positive d'éléments pseudo-Anosov.

Théorème 3.8. Soit G ⊆ A le sous-groupe coloré d'un groupe d'Artin-Tits, muni d'une
partie génératrice �nie Σ quelconque. Dé�nissons B(R) := BΓ(G,Σ)(1, R) . Alors il y a de
constantes ε,R0 > 0 qui dépendent de Σ, telles que pour tout R > R0,

|Lox(G, CAL) ∩B(R)|
|B(R)|

> ε

Démonstration. On va montrer qu'on peut appliquer le Lemme 3.6, c'est-à-dire, que pour
tout g ∈ G on peut trouver un x ∈ G tel que g · x est rigide et sa forme normale à gauche
contient le sous-mot wa. Le choix de l'atome a dépend de A : on choisit spéci�quement
a = σ2 pour Bn, H3, H4, F4, I2m, a = σ3 pour Dn et a = σ4 pour E6, E7, E8. Pour An,
on peut choisir comme a n'importe quel atome σi, i = 1, . . . , n. On doit aussi prouver que
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A An Bn

a σ1 σi, i = 2, . . . n− 1 σn σ2

s′ σ1 Σn,1 σi Σ1,n σn Σ1,n σ1 σ2 Σ2,n

s̃ σ1 Σ
(2)
1,nΣn,1σ

2
1 σi Σ

(2)
i,1 Σ1,nΣ

(2)
n,i σn Σ

(2)
n,1Σn,1σ

2
1 σ2

2σ1σ
2
2 σ2 σ2

2Σ2,nΣ
(2)
n,2

A Dn Ei, i = 6, 7, 8 H3

a σ3 σ4 σ2

s′ σ1 σ3 Σ2,n σ1 σ4 Σ2,n σ1 σ2 σ3

s̃ σ2
3σ

3
1σ

2
3 σ3 Σ

(2)
3,2Σ2,nΣ

(2)
n,3 σ2

4σ
3
1σ

2
4 σ4 Σ

(2)
4,2Σ2,nΣ

(2)
n,4 σ2

2σ1σ
2
2 σ2 σ2

2σ
3
1σ

2
2

A H4 F4 I2m
a σ2 σ2 σ2

s′ σ1 σ2 Σ2,4 σ1 σ2 σ3 σ4 σ1 σ2

s̃ σ2
2σ1σ

2
2 σ2 Σ

(2)
2,4Σ4,2σ

2
2 σ2

2σ
3
1σ

2
2 σ2 σ2

2σ3σ
2
2 σ2

2σ
2
3σ4σ

2
2 σ2

2σ1σ
2
2 σ2

TABLEAU 3.1 � Chaque s̃ ∈ A se projette sur un générateur s′ du groupe de Coxeter
associé à A, noté WA. Alors, avec les mots de la forme s̃ on peut construire, pour tout p ∈
WA, un élément de A qui se projette sur p et dont la forme normale a comme premier et
dernier facteur l'atome a.

la longueur de x est bornée supérieurement, a�n de garantir la �nitude de la famille X
décrite dans le Lemme 3.6. On va suivre la même procédure que dans le Théorème 3.7.

On rappelle que par le Lemme 3.5, ι(wa) = ϕ(wa) = a. Soient b et s des atomes tels
que ϕ(g) < b et s 64 ι(g) et soit p : A −→WA la projection canonique de A sur son groupe
de Coxeter. g · x doit être de la forme :

s64︷︸︸︷
ι(g) · · ·

<b︷ ︸︸ ︷
ϕ(g)︸ ︷︷ ︸

wg

· b · · ·a︸ ︷︷ ︸
wz

·a · · ·a︸ ︷︷ ︸
wa

·a · · ·a︸ ︷︷ ︸
wp

·a · · · (∆s−1)︸ ︷︷ ︸
wr

,

où wp assure que g · x est coloré.

On a déjà vu que wz et wr sont constructibles et de longueur bornée. Alors le seul pas
manquant est de construire, pour tout w ∈ WA, un mot en forme normale à gauche wp
dont le premier et dernier facteur soient égaux à a et tel que p(wp) = w. Pour faire cela, on
va choisir un système de générateurs Σ′ pour WA, et on va trouver pour chaque s′ ∈ Σ′ un
élément s̃ ∈ p−1(s′) tel que son premier et dernier facteur soient égaux à a. Par conséquent,
avec les éléments de la forme s̃ il est possible de construire un wp qui ait les propriétés
désirées. A�n de construire cet élément s̃, soient

Σi,j =

{
σiσi+1 · · ·σj if i < j

σiσi−1 · · ·σj if j < i
, Σ

(2)
i,j =

{
σ2
i σ

2
i+1 · · ·σ2

j if i < j

σ2
i σ

2
i−1 · · ·σ2

j if j < i

Au Tableau 3.1 on étudie chaque classe possible pour A (voir Figure 1.1). Voici quelques
remarques concernant ce tableau.

Pour le cas où A est le groupe de tresses à n + 1 brins, A = An, le groupe de Coxeter
associé est le groupe symétrique. Donc, pour engendrer une permutation arbitraire il faut
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(a) a = σ1 (b) a = σ2 (c) a = σ3

Figure 3.1 � Des exemples d'éléments s̃ de A3 qui se projettent sur un 4-cycle et dont la
forme normale a comme premier et dernier facteur l'atome a. Les lignes pointillées séparent
les facteurs des formes normales.

un (n+ 1)-cycle et une transposition de deux éléments adjacents dans le (n+ 1)-cycle. On
choisit comme transposition (1 2), qui est représentée dans Σ par le générateur σ1. Comme
(n + 1)-cycle, on va prendre soit (1 2 . . . n + 1), soit (n + 1n . . . 1), qui sont représentés
respectivement par σ1 · · ·σn et σn · · ·σ1. Dans la Figure 3.1, on peut voir des exemples de
préimages convenables s̃ associées aux éléments de Σ.

Si A = Bn, alors on choisit a = σ2 et Σ′ = {σ1, σ2, σ2σ3 · · ·σn} car s′ = σ2 et s′ =

σ2σ3 · · ·σn engendrent un groupe symétrique sur n éléments. Ensuite on peut procéder
avec ces générateurs de la même façon que dans le groupe de tresses. Un argument similaire
s'applique aussi pour H3, H4, Dn, E6, E7 et E8. Les autres éléments de la forme s̃ sont
calculés de façon explicite.

Finalement, il faut remarquer que la longueur de wp est aussi bornée car le groupe de
Coxeter WA est �ni par dé�nition. Cela termine la preuve.

Théorème 3.9. Soit G le sous-groupe commutateur de I2(2m+1), An, Dn, En ou de Hn

muni d'une partie génératrice �nie Σ. Dé�nissons B(R) := BΓ(G,Σ)(1, R) . Alors il y a des
constants ε,R0 > 0 qui dépendent de Σ, telles que pour tout R > R0,

|Lox(G, CAL) ∩B(R)|
|B(R)|

> ε

Démonstration. Soit (A,ΣA) un système d'Artin-Tits de type sphérique irréductible et no-
tons A′ le sous-groupe commutateur de A, engendré par {u−1v−1uv |u, v ∈ A}. Considérons
le noyau K (�niment engendré) de l'homomorphisme e : A −→ Z tel que e(σi) = 1, ∀σi ∈
ΣA. Pour tout A on a A′ ⊆ K. Toutefois, si on pose A = I2(2m+1), An, Dn, En, Hn, on a
A/A′ = Aab = Z (Bellingeri et al., 2008, Proposition 1). Par conséquent, A′ = K, c'est-
à-dire, A′ est égal au sous-groupe d'éléments avec somme d'exposants nulle. A�n d'avoir
un ensemble �ni S de générateurs de A′, notons qu'un élément de A′ peut s'écrire comme
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x = ∆−ky, où k ≥ 0, y ∈ A+. Si e(∆) = p, alors e(y) = p · k. Ainsi, on peut écrire

x = ∆−1a1 ·∆−1a2 · · ·∆−1ak, e(ai) = p, ai ∈ A+, ∀i = 1, . . . , k.

Cela veut dire qu'on peut choisir S = {∆−1a | a ∈ A+, e(a) = p}, qui est �ni.

Dé�nissons wg comme la forme normale à gauche d'un élément g ∈ A′ et soit a un atome
tel que ϕ(wg) < a. On veut montrer que pour tout g ∈ A′ on peut trouver x ∈ A′ tel que
g · x est rigide et dont la forme normale à gauche contient le sous-mot wa. On va suivre
le schéma du Théorème 3.7 et du Théorème 3.8, compte tenu du fait que ∆2h est central
pour tout h ∈ Z. Alors g · x doit être de la forme :

∆−2h ·
s 64︷︸︸︷
ι(g) · · ·

<a︷ ︸︸ ︷
ϕ(g)︸ ︷︷ ︸

wg

·a · · ·a︸ ︷︷ ︸
wa

·a · · ·a︸ ︷︷ ︸
wc

·a · · · (∆s−1)︸ ︷︷ ︸
wr

Soit d = −e(wg · wa · wr) et rappelons que e(∆) = p. Si on trouve un mot wc et h ∈ Z tel
que e(∆−2hwc) = d, pour un certain h ∈ Z, et tel que ι(wc) = ϕ(wc) = a, alors on peut
dé�nir

x = ∆−2h · wa · wc · wr.

Alors on peut écrire g ·x comme ∆−2h ·wg ·wa ·wc ·wr, qui est rigide et contient wa, comme
désiré. Si d ≥ 0, alors h = 0 et wc = ad remplit les conditions. Sinon, on choisit h = d

et wc = ad(1+2p). Finalement, remarquons que h et la longueur de wc dépendent de d, qui
dépend de la longueur de wa et wr. Mais on sait déjà que les longueurs de wa et wr sont
bornées comme dans le théorèmes précédents. Ainsi, x est borné et on peut appliquer le
Lemme 3.6.

Remarque 3.10. Dans le théorème précédent, on ne s'intéresse qu'aux sous-groupes com-
mutateurs de I2(2m+1), An, Dn, En et Hn parce qu'ils sont les seuls cas dans lesquels le
sous-groupe commutateur est bien compris et �niment engendré (Orevkov, 2012).

Notons que I ′2(2m) est in�niment engendré. D'autre part, B′3 et F
′
4 sont �niment engendrés,

mais la question de la �nitude de sa présentation est encore ouverte. B′n (n > 3) est
�niment engendré et �niment présenté, mais la preuve ne suit pas le schéma de la preuve
précédente. En fait, pour A = I2(2m), Bn, F4 on a que A/A′ = Z2 (Bellingeri et al., 2008,
Proposition 1). Toutefois, on conjecture que ces groupes ont aussi une proportion positive
d'éléments agissant loxodromiquement.

Remarque 3.11. Les résultats sur la conjecture de généricité de cette première partie de
la thèse sont étés faits simultanément avec des travaux de Wen-yuan Yang, qui prouve
un résultat plus général en utilisant des techniques di�érentes. Yang montre (Yang, 2018,
Proposition 2.21) que tout groupe �niment engendré agissant proprement sur un espace
métrique géodésique ayant au moins un élément contractant (Yang, 2018, Section 2.2) a
une proportion positive d'éléments contractants. Comme il explique dans son article, ceci
implique la proportion positive d'éléments loxodromiques dans des groupes agissant sur
des espaces hyperboliques, qui ont au moins un élément WPD-loxodromique, ce qui est
notre cas (Calvez & Wiest, 2017, Théorème 2). Notons aussi que les éléments contrac-
tants des groupes modulaires sont précisement les éléments pseudo-Anosov (Sisto, n.d.,
Théorème 1.1).
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�But I don't want to go among mad people," Alice
remarked. �Oh, you can't help that,� said the Cat, �we're
all mad here. I'm mad. You're mad.�
�How do you know I'm mad ?� said Alice. �You must be,�
said the Cat, �or you wouldn't have come here.�

Lewis Carroll, Alice in Wonderland
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Dans la Section 4.1 de ce chapitre on va construire une méthode pour calculer la plus
petite tresse positive qui transforme un système de courbes donné en un système standard ;
autrement dit, le standardisateur minimal. On sait qu'un tel élément existe grâce au résultat
suivant :

Théorème 4.1 (Lee & Lee, 2008, Théorème 4.2). Étant donné un système de courbes S
dans Dn, son ensemble de standardisateurs

St(S) = {α ∈ B+
n : Sα est standard }

est un sous-treillis de B+
n . Ainsi, St(S) contient un unique élément 4-minimal.

Ensuite, dans la Section 4.2 on va étendre ce résultat et le calcul de l'élément minimal
à tous les groupes d'Artin�Tits de type sphérique, sachant que les systèmes de courbes
trouvent leur généralisation dans les sous-groupes paraboliques (voir Dé�nition 1.30). On
verra que pour calculer la standardisateur d'un sous-groupe parabolique P d'un groupe
d'Artin�Tits de type sphérique, il su�t de calculer la forme normale positive-négative de
son élément central de Garside zP (voir Dé�nition 1.35).
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4.1 Standardisation d'un système de courbes

4.1.1 Détection des points d'in�exion avec des coordonnées de Dynnikov

A�n de décrire une courbe fermée non dégénérée C dans Dn, on utilisera une notation
introduite dans (Fenn et al., 1999). Rappelons que le diamètre de Dn est [0, n+1] et que les
trous de Dn sont placés dans 1, 2, . . . , n ∈ R. Choisissons un point dans C et une orientation
pour C. On va obtenir un mot W (C) représentant C dans l'alphabet {^,_, 0, 1, . . . , n},
en parcourant la courbe, commençant et �nissant le parcours au point choisi. Pour chaque
arc dans le demi-plan inférieur, on écrit le symbol ^, pour chaque arc dans le demi-plan
supérieur, le symbol _, et pour chaque intersection de C avec le segment réel (m,m+ 1),
le nombre m. On peut voir un exemple de cette notation dans la Figure 4.1.

Figure 4.1 � W (C) = 0 _ 6 ^ 4 _ 2 ^ 1 _ 4 ^ 5 _ 1 ^.

Soit C une classe de isotopie de courbes. On dé�nit W (C) comme le mot associé a un
représentant réduit Cred, c'est-à-dire, une courbe dans C d'intersection minimale avec l'axe
réel. Cred est unique à isotopie près de Dn en �xant l'ensemble de points du diamètre réel
(Fenn et al., 1999), et W (C) est unique à permutation cyclique et inversion près.

Remarque 4.2. Si une courbe C n'a pas intersection minimale avec l'axe réel, alors W (C)

contient un sous-mot de la forme p ^ p _ ou p _ p ^. Par conséquent, la courbe peut
être isotopée en �poussant� cet arc a�n de pas intersecter l'axe réel. Cela équivaut à e�acer
de W (C) le sous-mot mentionné avant. En fait, on va obtenir W (C) si on e�ace de W (C)

tous les sous-mots de cette forme. Le processus d'e�acer p ^ p _ (resp. p _ p ^) de
W (C) s'appelle relaxation de l'arc p ^ p (resp. p _ p).

Dé�nition 4.3. Soit C une courbe simple fermée non dégénérée. On dit qu'il y a un
point d'in�exion (resp. point d'in�exion inversé) de C en j si on peut trouver dans W (C),
à permutation cyclique et inversion près, un sous-mot de la forme i _ j ^ k (resp.
i ^ j _ k) sous la condition 0 ≤ i < j < k ≤ n (Figure 4.2).

On dit que un système de courbes a un point d'in�exion en j si l'une de ses courbes a un
point d'in�exion en j.

Remarque 4.4. Dans la suite, lorsqu'on parlerons d'un sous-mot d'un certain mot, on voudra
dire à permutation cyclique et inversion près.

L'algorithme qu'on décrit dans la Section 4.1 prend un système de courbes S et le �dé-
mêle� de la manière (positive) la plus courte. Autrement dit, il donne la tresse positive
la plus courte α telle que Sα est standard, c'est-à-dire, l'élément minimal de St(S). Les
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i+ 1 j j + 1 k

C

Figure 4.2 � Un point d'in�exion en j dans une courbe C.

points d'in�exion sont l'ingrédient clé de l'algorithme. On démontrera que si un système
de courbes S a un point d'in�exion en j, alors σj est un pré�xe de l'élément minimal de
St(S). Cela permet de démêler S en cherchant ses points d'in�exion et en appliquant à la
courbe le σj correspondant jusqu'au moment où il n'y a plus de points d'in�exion. Le but
de cette section est de décrire une entrée convenable pour cet algorithme et de montrer le
résultat suivant.

Proposition 4.5. Un système de courbes est standard si et seulement si son représentant
réduit n'a pas de points d'in�exion.

On vient de décrire une courbe simple fermée non dégénérée dans Dn à l'aide du motW (C).
Il y a une façon di�érente et normalement plus e�cace de déterminer un système de
courbes S dans Dn : ses coordonnées de Dynnikov (Dehornoy et al., 2008, Chapter 7). La
méthode pour établir les coordonnées de C est la suivante. On prend une triangulation
de Dn comme montré dans la Figure 4.3 et notons xi le nombre de fois que le système de
courbes S intersecte l'arête ei. Les coordonnées de Dynnikov du système de courbes sont
données par le t-uple (x0, x1, . . . , x3n−4). Il existe une version réduite de ces coordonnées,
à savoir (a0, b0, . . . , an−1, bn−1), où

ai =
x3i−1 − x3i

2
, bi =

x3i−2 − x3i+1

2
, ∀i = 1, ..., n− 2

et a0 = an−1 = 0, b0 = −x0 et bn−1 = x3n−4. Voir un exemple dans la Figure 4.4.

1 2 3 n− 1 ne0 e3n−4

e2 e5 e3n−7

e1 e3 e4 e6 e3n−6 e3n−5

Figure 4.3 � Triangulation utilisée pour dé�nir les coordonnées de Dynnikov.

Par ailleurs, il y a des formules pour déterminer comment ces coordonnées changent quand-
t-on applique σ±1

j à la courbe correspondant, pour 0 < j < n.

Proposition 4.6 (Dehornoy et al., 2002, Proposition 8.5.4). Pour c = (a0, b0, . . . , an−1, bn−1),
on a

cσ
−1
k = (a′0, b

′
0, . . . , a

′
n−1, b

′
n−1),
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avec a′j = aj , b
′
j = bj pour j 6∈ {k − 1, k}, et

a′k−1 = ak−1 + (δ+ + bk−1)+,

a′k = ak − (δ+ − bk)+,

b′k−1 = bk−1 − (−δ′)+ + δ+,

b′k = bk + (−δ′)+ − δ+,

où δ = ak − ak−1, δ′ = a′k − a′k−1 et x+ = max(0, x).

On a aussi

cσk = cλσ
−1
k λ

avec (a1, b1, . . . , an−1, bn−1)λ = (−a1, b1, . . . ,−an−1, bn−1).

Remarque 4.7. Il faut remarquer que l'usage de σ−1
k dans la première equation précédente

s'explique par l'orientation des croisements des brins (voir Introduction). En fait, on prend
l'orientation opposée à celle prise dans (Dehornoy et al., 2002).

Figure 4.4 � Les coordonnées de Dynnikov et les coordonnées de Dynnikov réduites de
C sont respectivement (x0, . . . , x8) = (1, 2, 4, 2, 6, 9, 3, 12, 6) ; (a0, b0, a1, b1, a2, b2, a3, b3) =

(0,−1, 1,−2, 3,−3, 0, 6).

Voyons maintenant comment détecter un point d'in�exion d'un système de courbes S avec
ces coordonnées. Tout d'abord, observons qu'il ne peut pas y avoir un point d'in�exion
en 0 ou en n. Il est facile de véri�er qu'il y a un point d'in�exion en 1 si et seulement si
x2 < x3 (Figure 4.5a). En fait, si R est le nombre de sous-mots de la forme 0 _ 1 ^ k

pour un certain 1 < k ≤ n, alors x3 = x2 + 2R. Symétriquement, il y a un point d'in�exion
en n− 1 si et seulement si x3n−6 < x3n−7.

Un point d'in�exion en i, pour 1 < i < n − 1, est détecté en comparant les coordonnées
ai−1 et ai (Figure 4.5b). Remarquons que les arcs qui n'intersectent pas e3i−2, n'a�ectent
ni ai−1 ni ai, et les arcs qui n'intersectent pas la droite réelle n'a�ectent pas la di�érence
ai−1 − ai. Donc, il y a un point d'in�exion de S en i si et seulement si ai−1 − ai > 0. Avec
un argument similaire on peut prouver qu'il y a un point d'in�exion inversé de S en i si
et seulement si ai−1 − ai < 0. De plus, chaque point d'in�exion (resp. point d'in�exion
inversé) en i augmente (resp. diminue) de 1 la di�érence ai−1 − ai. On vient de prouver le
résultat suivant :
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e0

e2

e1 e3

1 2

(a) Un point d'in�exion en 1.

i i+ 1

e3i−4 e3i−1

e3ie3i−2e3i−3

(b) Un point d'in�exion en i.

Figure 4.5 � Détection de points d'in�exion avec les coordonnées de Dynnikov.

Lemme 4.8 (Point d'in�exion avec des coordonnées de Dynnikov). Soit S un système de
courbes dans Dn ayant pour coordonnées de Dynnikov (a0, b0, . . . , an−1, bn−1). Pour j =

1, . . . , n− 1 il y a exactement R points d'in�exion (resp. points d'in�exion inversés) de S
en j si et seulement si aj−1 − aj = R (resp. aj−1 − aj = −R) .

Lemme 4.9. Soit S un système de courbes comme ci-dessus. Alors S est symétrique par
rapport à l'axe réel si et seulement si ai = 0, pour 0 < i < n.

Démonstration. Il su�t d'observer qu'une symétrie par rapport à l'axe réel n'a�ecte pas
les coordonnées bi et change le signe de chaque ai, pour 0 < i < n.

Lemme 4.10. Un système de courbes est standard si et seulement s'il est symétrique par
rapport à l'axe réel.

Démonstration. Pour tout m = 0, . . . , n, on peut ordonner le nombre �ni d'éléments qu'il
y a dans S ∩ (m,m+ 1) de gauche à droite, comme des nombres réels. Étant donné un arc
a _ b deW (S), supposons qu'il joint le i-ème élément de S∩(a, a+1) avec le j-ème élément
de S ∩ (b, b+ 1). La symétrie par rapport à l'axe réel préserve l'ordre des intersections avec
la droite réelle. D'où l'image a ^ b de l'arc supérieur mentionné rejoindra aussi le i-ème
élément de S ∩ (a, a+ 1) avec le j-ème élément de S ∩ (b, b+ 1). Cela implique que les deux
arcs a _ b et a ^ b forment une seule courbe standard a _ b ^. Puisqu'on peut faire ce
processus pour tout arc supérieur de S, on conclut que S est standard. La réciproque est
triviale.

Démonstration de la Proposition 4.5. Si le système de courbes est standard, alors il est clair
qu'il n'a pas de points d'in�exion. Réciproquement, s'il n'a pas de points d'in�exion, par
le Lemme 4.8 la suite a0, . . . , an−1 ne diminue pas. Comme a0 = an−1 = 0, la suite doit
être constante. Par le Lemme 4.9 et le Lemme 4.10, le système de courbes est standard. �

4.1.2 Procédure de standardisation

Décrivons maintenant un algorithme qui prend les coordonnées de Dynnikov d'un système
de courbes S et calcule l'élément minimal de St(S). L'algorithme fera ce qui suit : Il
commence avec le donnée β = 1. Il véri�e si la courbe a un point d'in�exion en j. Si c'est
le cas, il multiplie β par σj et recommence la procédure avec le système Sσj . Un exemple
simple est donné dans la Figure 4.6. La façon formelle est décrite dans l'Algorithme 1.
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β = σ2σ1σ1

σ2

σ1

σ1

Figure 4.6 � Un exemple simple de comment trouver le standardisateur minimal d'une
courbe.

Algorithme 1 : Algorithme de standardisation
Entrée : Le coordonnées reduites (a0, b0, . . . , an−1, bn−1) d'un système de courbes S

dans Dn.
Sortie : L'élément 4-minimal de St(S).

c = (a0, b0, . . . , an−1, bn−1) ;
β = 1 ;
j = 1 ;
while j < n do

if c[aj ] < c[aj−1] then
c = cσj ; (utiliser Proposition 4.6)
β = β · σj ;
j = 1 ;

else
j = j + 1 ;

return β ;

La minimalité de la sortie de l'algorithme est garantie par le théorème suivant, qui prouve
que σj est un pré�xe du standardisateur minimal de St(S), étant donné que S a un point
d'in�exion en j.

Théorème 4.11. Soit S un système de courbes ayant un point d'in�exion en j. Alors σj
est un pré�xe α, pour toute tresse positive α telle que Sα est standard.

A�n de démontrer le théorème, on a besoin d'un résultat de (Calvez, 2012).

Dé�nition 4.12. On dit qu'une tresse simple s est compatible avec un pont d'in�exion
en j si les brins j et j + 1 de s ne se croisent pas en s. Autrement dit, si σj 64 s (par le
Lemme 4.15).

Lemme 4.13 (Calvez, 2012, Lemma 8). Soient s1 et s2 deux tresses simples telles que s1s2

est en forme normale à gauche. Soit C une courbe ayant un point d'in�exion en j compatible
avec s1. Alors, il y a un point d'in�exion de Cs1 compatible avec s2.
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Remarque 4.14. Le lemme précédent est aussi valable pour un système de courbes, en
utilisant la même démonstration.

Lemme 4.15 (Elrifai & Morton, 1994, Lemma 2.4). Soit s une tresse de permutation. Les
brins aux positions j et j + 1 se croissent dans s si et seulement si σj 4 s.

Démonstration du Théorème 4.11. Supposons que α ∈ B+
n est tel que Sα est standard et

σj 64 α. Soit s1 · · · sr la forme normale de α. Notons qu'il n'y a pas de ∆p dans la forme
normale. Sinon, σj serait un pré�xe de α, car il est un pré�xe de ∆. Par le Lemme 4.15, les
brins j et j+1 de s1 ne se croissent pas parce que σj n'est pas un pré�xe de α. Donc, s1 est
compatible avec un point d'in�exion en j et par le Lemme 4.13, Ss1 a un point d'in�exion
compatible avec s2. Par induction, Ss1···sm a un point d'in�exion compatible avec sm+1,
pour m = 2, . . . , r, où sr+1 est la tresse triviale (notons que le Lemme 4.13 est aussi valable
si s2 est la tresse triviale). Par conséquent, Sα a un point d'in�exion, c'est-à-dire, il n'est
pas standard, ce qui est absurde. �

L'Algorithme 1 décrit la procédure détaillée pour calculer l'élément minimal de St(S). À
chaque pas, soit la courbe résultant a un point d'in�exion, obtenant une nouvelle lettre de
l'élément minimal de St(S), soit elle est standard et on a �ni. Le processus doit s'arrêter
à un moment donné car les relations de B+

n sont homogènes, ce qui implique que tous
les représentants de l'élément minimal ont la même longueur, qui plus précisément est le
nombre de points d'in�exion trouvés pendant la procédure.

Remarquons que le Théorème 4.11 garantit que la sortie de l'Algorithme 1 soit un pré�xe
de tous les standardisateurs de S. Cela fournit une preuve alternative de l'existence et
unicité d'un élément minimal dans St(S).

4.2 Standardisation d'un sous-groupe parabolique

On va donner maintenant un algorithme pour trouver le standardisateur minimal d'un
sous-groupe parabolique P = Xα d'un groupe d'Artin-Tits A de type sphérique ayant une
partie génératrice Σ et une structure de Garside (A,A+,∆). L'existence et unicité d'un tel
élément seront montrées par construction.

Lemme 4.16. Soient P = AαX et Q = AβY deux sous-groupes paraboliques d'un groupe
d'Artin-Tits A de type sphérique. Alors, on a

g−1Pg = Q⇐⇒ g−1zP g = zQ.

Démonstration. On a que g−1Pg = AY si et seulement si βg−1α−1AXαgβ
−1 = AY . Par le

Lemme 1.38, cela équivaut à βg−1α−1zXα
−1gβ−1 = zY , i.e., g−1zP g = zQ.

Corollaire 4.17. Soit P = AαX un sous-groupe parabolique d'un groupe d'Artin-Tits A de
type sphérique. Alors on a que

NA(P ) = ZA(zP ),

c'est-à-dire, le normalisateur de P dans A équivaut au centralisateur de l'élément zP
dans A.

Démonstration. Il su�t d'appliquer le Lemme 4.16 avec P = Q.
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Grâce au Lemme 4.16, on sait que pour trouver le standardisateur minimal d'un sous-
groupe parabolique P = AαX , il ne faut que trouver l'élément minimal conjuguant zP vers un
certain zY . Soit C+(zP ) = {s ∈ A+ | s = u−1zPu, u ∈ A} l'ensemble des éléments positifs
conjugués à zP (ce qui coïncide avec l'ensemble des éléments positifs conjugués à zX). Tout
d'abord, on va calculer le conjuguant minimal de zP vers cet ensemble. Autrement dit, le
plus petit élément u tel que u−1zPu ∈ A+.

Proposition 4.18. Si x = ab−1 est en forme normale positive-négative courte (Dé�ni-
tion 1.14) et x est conjugué à un élément positif, alors b est un pré�xe de tout élément
positif qui conjugue x vers C+(x).

Démonstration. Supposons que ρ est un élément positif tel que ρ−1xρ est positif. Alors
1 4 ρ−1xρ. En multipliant de gauche à droite par x−1ρ on obtient x−1ρ 4 ρ et, comme ρ
est positif, x−1 4 x−1ρ 4 ρ. Par conséquent, x−1 4 ρ ou, autrement dit ba−1 4 ρ. D'autre
part, par dé�nition de forme normale positive-négative, on a que a∧� b = 1, qui équivaut à
dire que a−1∨b−1 = 1 (Gebhardt & González-Meneses, 2010a, Lemme 1.3). En multipliant
par la gauche par b, on obtient ba−1 ∨ 1 = b.

Finalement, observons que ba−1 4 ρ et aussi que 1 4 ρ. Donc, b = ba−1 ∨ 1 4 ρ. Comme b
est un pré�xe de ρ pour tout ρ positif conjuguant x vers un élément positif, on obtient le
résultat désiré.

Lemme 4.19. Soit AX un sous-groupe parabolique standard et soient α ∈ A+, t ∈ Σ. Si
α∆k

X < t, alors α < rX,t pour tout k > 0.

Démonstration. Comme le résultat est évident pour t ∈ X (rX,t = 1), supposons que
t /∈ X. Trivialement, α∆k

X < ∆X . Comme α∆k
X < t, on a α∆k

X < ∆X ∨� t. Par
dé�nition, ∆X ∨� t = ∆X∪{t} = rX,t∆X . Donc, α∆k

X < rX,t∆X et alors α < rX,t, car <
est invariant par multiplication à droite. Comme rX,t < t (voir Remarque 1.41), le résultat
découle par récurrence.

Théorème 4.20. Soit P = AαX un sous-groupe parabolique. Si zP = ab−1 est en forme
normale positive-négative courte, alors b est le standardisateur 4-minimal de P .

Démonstration. Par la Proposition 4.18 on sait que b est un pré�xe de tout élément positif
conjuguant zP vers un élément positif, ce qui garantie sa minimalité. On sait aussi par
le Lemme 4.16 que tout standardisateur de P doit conjuguer zP vers un élément positif,
concrètement vers l'élément central de Garside d'un certain sous-groupe parabolique stan-
dard. Donc il ne reste plus qu'à montrer que b lui-même conjugue zP vers l'élément central
de Garside d'un certain sous-groupe parabolique standard. Supposons que α est positif,
car il y a toujours quelque k ∈ N tel que ∆2kα est positif et, comme ∆2 se trouve dans le
centre de A, P = AαX = A∆2kα

X .

On obtient la forme normale positive-négative courte de zP = αzXα
−1 par annulation du

plus grand commun su�xe de αzX et α. Supposons que t ∈ Σ est tel que α < t et αzX < t.

Si t /∈ X, alors rX,t 6= 1 et par le Lemme 4.19 on a que α < rX,t, i.e., α = α1rX,t pour un
certain α1 ∈ AΣ . Donc,

αzXα
−1 = α1rX,tzXr

−1
X,tα

−1
1 = α1zX1α

−1
1
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pour un certain X1 ⊂ Σ. Dans ce cas-là, on réduit la longueur du conjuguant (par la
longueur de rX,t). Si t ∈ X, t commute avec zX , ce qui revient à dire que

αzXα
−1 = α1tzXt

−1α−1
1 = α1zX1α

−1
1 ,

où α1 est une lettre plus court que α et X1 = X.

On peut répéter le même processus pour αizXiα
−1
i , où Xi ⊂ Σ, ti ∈ Σ est tel que αi < ti

et αizXi < ti. Comme la longueur du conjuguant diminue à chaque pas, la procédure devra
s'arrêter à un moment donné. Le résultat sera la forme normale positive-négative de zP ,
qui aura la forme :

zP = (αkzXk)α−1
k , for k ∈ N, Xk ⊂ Σ.

Alors, il est clair que αk = b conjugue zP vers zXk , qui est l'élément central de Garside d'un
sous-groupe parabolique standard. Ainsi, b est le standardisateur 4-minimal de P .

On �nit cette section avec un résultat concernant les classes de conjugaison des éléments de
la forme zP . Comme tous les éléments de la forme zX , X ⊆ Σ, sont rigides (Dé�nition 1.12),
en utilisant le théorème suivant on peut montrer que l'ensemble des circuits glissants de zP
équivaut à son ensemble des conjugués positifs.

Théorème 4.21 (Gebhardt & González-Meneses, 2010b, Théorème 1). Soit G un groupe
de Garside de type �ni. Si x ∈ G est conjugué à un élément rigide, alors SC(x) est
l'ensemble des conjugués rigides de x.

Corollaire 4.22. Soit P = AαX un sous-groupe parabolique d'un groupe d'Artin-Tits de
type sphérique. Alors

C+(zP ) = SS(zP ) = SSS(zP ) = USS(zP ) = RSSS(zP ) = SC(zP )

= {zY |Y ⊆ Σ, zY conjugué de zX}.

Démonstration. Par le Théorème 4.21 et la Proposition 1.24, il su�t de prouver que C+(zP )

n'est composé que d'éléments rigides de la forme zY . Soit P ′ = AβX et supposons que
zP ′ ∈ C+(zP ). Comme zP ′ est positif, si ab−1 est la forme normale positive-négative courte
de zP ′ , alors b = 1. Par le Théorème 4.20, 1 est le standardisateur minimal de P ′, ce qui
implique que P ′ est standard. Par conséquent, tous les conjugués positifs de zP ′ sont égaux
à zY pour un certain Y et ils sont ainsi rigides.

Corollaire 4.23. Soit P = AαX un sous-groupe parabolique d'un groupe d'Artin-Tits de
type sphérique. Alors l'ensemble de standardisateurs positifs de P ,

St(P ) = {α ∈ A+, |Pα = AY , for some Y ⊆ Σ},

est un sous-treillis de A+.

Démonstration. Soient s1 et s2 deux standardisateurs positifs de P et soient α := s1 ∧ s2

et β := s1 ∨ s2. Par le Corollaire 4.22 et, par exemple, (Gebhardt & González-Meneses,
2010b, Proposition 7, Corollaire 7), on obtient que α−1zPα = zY et β−1zPβ = zZ pour
certains Y,Z ⊆ Σ. Ainsi, α, β ∈ St(P ), comme on voulait démontrer.
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4.3 Complexité

Dans cette section on va décrire la complexité computationnelle des algorithmes pour calcu-
ler les standardisateurs minimales de courbes et sous-groupes paraboliques. Commençons
avec l'Algorithme 1, qui calcule le standardisateur minimal d'un système de courbes.

La complexité de l'Algorithme 1 dépendra de la longueur de la sortie, ce qui est le nombre
des pas de l'algorithme. A�n de borner cette longueur, on va calculer celle d'une certaine
tresse positive appartenant à St(S). Cela bornera la longueur du standardisateur minimal
de S.

La façon usuelle de décrire la longueur (où la complexité) d'un système de courbes consiste
à dénombrer les intersections avec l'axe réel, i.e., `(S) = #(S∩R). Pour les nombres entiers
0 ≤ i < j < k ≤ n, on dé�nit la tresse suivante (voir Figure 4.7) :

s(i, j, k) = (σjσj−1 · · ·σi+1)(σj+1σj · · ·σi+2) · · · (σk−1σk−2 · · ·σi+k−j)

C

1 2 3

4 5 6

Figure 4.7 � Application de s(0, 3, 6).

Lemme 4.24. Appliquer s = s(i, j, k) à un système de courbes S, quand i _ j ^ k est
un point d'in�exion, diminue la longueur du système de courbes au moins de deux.

Démonstration. On va décrire les arcs des courbes de S d'une nouvelle manière, en associant
un nombre réel cp ∈ (0, n + 1) à chacune des intersections de S avec l'axe réel, où p est
la position de l'intersection par rapport aux autres intersections : c1 est l'intersection la
plus à gauche et c`(S) est celle la plus à droite. Comme ça, on va obtenir un ensemble
de mots représentant les courbes de S, dans l'alphabet {`,a, c1, . . . , c`(S)}, en parcourant
la courbe, commençant et �nissant au même point. Comme précédemment, on écrit un
symbole ` pour chaque arc dans le demi-plan inférieur, et un symbole a pour chaque arc
dans le demi-plan supérieur. On dé�nit aussi la fonction suivante, qui envoie cet alphabet
vers l'alphabet qu'on avait introduit au début du chapitre :

L : {`,a, c1, . . . , c`(S)} −→ {^,_, 0, . . . , n}

L(`) =^, L(a) =_, L(cp) = bcpc.

Prenons un disqueD tel que ∂(D) intersecte l'axe réel en deux points, x2 et x3. Considérons
un autre point x1 sur l'axe réel tel que L(x1) < L(x2). Supposons qu'il n'y a pas d'arcs de S
dans le demi-plan supérieur qui intersectent l'arc x1 a x2 et qu'il n'y a pas d'arcs de S dans
le demi-plan inférieur qui intersectent l'arc x2 ` x3. Notons I1 = (0, x1), I2 = (x1, x2),
I3 = (x2, x3) et I4 = (x3, n + 1) et dé�nissons |It| comme le nombre des trous qui se
trouvent dans l'intervalle It.
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I1 I2 I3 I4

I1 I2I3 I4

x1 x2 x3

(a) d agissant dans les arcs du demi-plan

supérieur.

I1 I2 I3 I4

I1 I2I3 I4

x1 x2 x3

(b) d agissant dans les arcs du demi-plan

inférieur.

Figure 4.8 � La manière dont l'automorphisme d(x1, x2, x3) agît dans les arcs de C.

Considérons un automorphisme de Dn, appelé d = d(x1, x2, x3), qui est la composition
d'une isotopie qui prend D et le bouge, à travers le demi-plan supérieur, vers le disque
avec rayon ε et centre x1, qui ne contient pas ni points de la forme cp ni de trous, suivi
d'un automorphisme qui �xe la droite réelle comme ensemble et ramène les trous aux
positions 1, . . . , n. Cela correspond à �placer l'intervalle I3 entre les intervalles I1 et I2�.
Premièrement, on peut voir dans la Figure 4.8 que la seule modi�cation dont les arcs de S
peuvent être soumis est le décalage de ses points �nals. Par hypothèse, il n'y a pas d'arcs
dans le demi-plan supérieur qui connectent I2 avec Ij pour j 6= 2, et il n'y a pas d'arcs dans
le demi-plan inférieur qui connectent I3 avec Ij pour j 6= 3. Tout autre arc est transformé
par d en un seul arc et donc il n'y a pas d'arcs qui se transforment. Algébriquement, prenons
un arc de S, ca a cb (resp. ca ` cb ), tel que L(ca) = ã et L(cb) = b̃. Alors, son image par
d est c′a a c

′
b (resp. c

′
a ` c

′
b ) où

L(c′p) =


p̃ if cp ∈ I1, I4,

p̃+ |I3| if cp ∈ I2,

p̃− |I2| if cp ∈ I3,

pour p = a, b.

Une fois qu'on a appliqué cet automorphisme, peut-être que la courbe n'est pas réduite.
Dans ce cas, il faudra relaxer les arcs inutiles et la complexité de S diminuera.

Maintenant, considérons un point d'in�exion i _ j ^ k donné de S et l'ensemble

B = {cp a cq ` cr |L(cp) < L(cq) < L(cr) and L(cq) = j},

et choisissons l'élément de B avec le plus grand indice q, qui est aussi celui avec les plus
petits p et r. On dé�nit x1, x2 et x3 tels que x1 ∈ (cp−1, cp) ∩ (L(cp), L(cp) + 1), x2 ∈
(cq, cq+1)∩ (j, j+ 1) et x3 ∈ (cr−1, cr)∩ (L(cr), L(cr) + 1). Alors, la tresse s(L(cp), j, L(cr))

est représentée par l'automorphisme d(x1, x2, x3) (voir Figure 4.9). Observons que le choix
du point d'in�exion de B garantit la non-existence d'arcs de C intersectant x1 a x2 ou
x2 ` x3. Après l'échange de I2 et I3, l'arc cq ` cr sera transformé en c′q ^ c′r, où L(c′q) =

L(c′r) = L(cr), et donc il sera aussi relaxé, réduisant la longueur de S au moins de deux.

L'automorphisme s = s(i, j, k) nécessite au plus (k − j) · (j − i) générateurs et ce nombre
est borné par n2/4, car (k− j) + (j− i) ≤ n et (u+ v)2 ≥ 4uv. Par conséquent, la sortie de
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i j k

I1 I2 I3 I4

Figure 4.9 � Appliquer s(i, j, k) à une courbe est équivalent à permuter ses intersections
avec l'axe réel et après mettre la courbe en position minimale.

notre algorithme a au plus 1
8`(S) · n2 lettres, car on a démontré que s réduit la longueur

du système de courbes à chaque pas. Notre prochain objectif est de borner ce nombre en
termes de la sortie de l'algorithme, c'est-à-dire, en termes des coordonnées de Dynnikov
réduites.

Dé�nition 4.25. On dit qu'il y a une épingle à gauche (resp. une épingle à droite ) de C
en j si on peut trouver dans W (C), à permutation cyclique et inversion près, un sous-mot
de la forme i _ j − 1 ^ k (resp. i _ j ^ k) pour des certains i, k > j − 1 (resp. i, k < j)
(voir la Figure 4.10).

Proposition 4.26. Soit S un système de courbes dans Dn ayant par coordonnées de Dyn-
nikov réduites (a0, b0, . . . , an−1, bn−1). Alors `(S) ≤

∑n−1
i=0 (2|ai|+ |bi|).

Démonstration. Chaque intersection de la courbe C avec l'axe réel correspond à un sous-
mot de W (C) de la forme i _ j ^ k ou i ^ j _ k. Si i < j < k, le sous-mot correspond
à un point d'in�exion ou, respectivement, à un point d'in�exion inversé. Si i, k > j, il y a
une épingle à gauche en j + 1. Semblablement, si i, k < j, il y a une épingle à droite en j.

j

e3j−4

e3j−5 e3j−3 e3j−2

(a) Deux épingles à gauche

j

e3j−3 e3j−2e3j−5

e3j−4

(b) Une épingle à droite

Figure 4.10 � Détection des épingles avec des coordonnées de Dynnikov.

Rappelons que par le Lemme 4.8 on sait déjà comment détecter des points d'in�exion avec
des coordonnées de Dynnikov réduites. En fait, il y a exactement R points d'in�exion (y
compris les inversés) en i si et seulement si |ai−1 − ai| = R. On veut détecter aussi des
épingles a�n de déterminer `(S). Observons dans la Figure 4.10 que les seuls types d'arcs
qui peuvent apparaitre dans la région entre les lignes e3j−5 et e3j−2 sont des épingles (à
gauche ou à droite) et d'arcs intersectant e3j−5 et e3j−2. Les arcs intersectant e3j−5 et
e3j−2 ne modi�ent pas la di�érence x3j−5 − x3j−2 tandis que chaque épingle à gauche la
fait diminuer par 2 et chaque épingle à droite la fait augmenter par 2. On remarque que
dans la région mentionnée il ne peut pas avoir d'épingles à gauche et à droite en même
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temps. Donc, il y a précisément R épingles à gauche (resp. à droite) en j si et seulement si
bj−1 = −R (resp. bj−1 = R). Ainsi, comme a0 = an−1 = 0,

`(S) =
n−1∑
i=1

|ai−1 − ai|+
n−1∑
j=0

|bj | ≤
n−1∑
i=1

(|ai−1|+ |ai|) +
n−1∑
j=0

|bj | =
n−1∑
i=0

(2|ai|+ |bi|).

Corollaire 4.27. Soit S un système de courbes dans Dn ayant par coordonnées de Dyn-
nikov réduites (a0, b0, . . . , an−1, bn−1). Alors, la longueur du standardisateur minimal de S
est au plus

1

8

n−1∑
i=0

(2|ai|+ |bi|) · n2.

Démonstration. Par le Lemme 4.24, la longueur du standardisateur minimal de S est au
plus 1

8`(S)n2. Le résultat découle en considérant la borne de `(S) donnée dans la Proposi-
tion 4.26.

Remarque 4.28. A�n de véri�er que cette borne est computationnellement optimale, il
faut trouver un cas dans lequel on doit éliminer un seul point d'in�exion à chaque pas de
l'algorithme, c'est-à-dire, on veut trouver une famille de systèmes de courbes {Sk}k>0 telle
que la longueur du standardisateur minimal de Sk est quadratique dans n et linéaire dans
`(S). Soit n = 2t+ 1, t ∈ N. Considérons le système de courbes suivant dans Dn,

S0 = {t ^ n _}

et la tresse α = s(0, t, n−1). Maintenant dé�nissons Sk = (S0)α
−k
. On appelle spirale avec

k demi-tours à la courbe Sk (voir Figure 4.11) et elle est telle que `(Sk) = 2(k + 1). En
utilisant l'Algorithme 1, on voit que le standardisateur minimal de cette courbe est αk,
qui a k · t2 facteurs. Donc, le nombre de facteurs de le standardisateur minimal de Sk est
d'ordre O(`(Sk) · n2).

t n

Figure 4.11 � La courbe S5.

Corollaire 4.29. Soit S un système de courbes dans Dn ayant par coordonnées de Dyn-
nikov réduites (a0, b0, . . . , an−1, bn−1). Soit m =

∑n−1
i=0 (|ai| + |bi|). Alors, la complexité du

calcule du standardisateur minimal de S est O(n2m log(m)).
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Démonstration. Tout d'abord, remarquons que

`(S) ≤
n−1∑
i=0

(2|ai|+ |bi|) ≤ 2
n−1∑
i=0

(|ai|+ |bi|) = 2m,

et que la transformation décrite dans la Proposition 4.6 nécessite d'un nombre �ni d'opéra-
tions basiques (addition et maximum). Appliquer σj aux coordonnés de Dynnikov modi�e
seulement quatre de ses coordonnées, et chaque maximum ou addition entre deux nombres
est linéaire dans le nombre de chi�res de ses arguments. Cela implique qu'appliquer σj à
la courbe a un coût de O(log(M)), où M = max{|ai|, |bi| | i = 0, . . . , n − 1}. D'après le
Corollaire 4.27, le nombre d'itérations exécutées est O(n2m). Donc, comme M ≤ m, la
complexité de calculer le standardisateur minimal de S est O(n2m log(m)).

Pour trouver la complexité de l'algorithme qui calcule le standardisateur minimal d'un sous-
groupe parabolique P = (X,α) d'un groupe d'Artin-Tits de type sphérique A, il faut juste
savoir le coût de calculer la forme normale positive-négative courte de zP . Si xr · · ·x1∆−p

avec p > 0 est la forme normale à droite de zP , alors sa forme normale positive-négative est
(xr · · ·xp+1)(xp · · ·x1∆−p). Par conséquent, il su�t de calculer la forme normale à droite
de zP pour calculer le standardisateur minimal de P . Il est bien connu que ce calcul a
complexité quadratique (pour une preuve, voir (Dehornoy, 2008)). D'où, on a le suivant :

Proposition 4.30. Soit P = (X,α) un sous-groupe parabolique d'un groupe d'Artin-Tits
de type sphérique, et soit ` = `(α) la longueur canonique de α. La complexité de calculer
le standardisateur minimal de P est O(`2).
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Dans ce chapitre, fruit d'une collaboration avec Volker Gebhardt, Juan González-Meneses
et Bert Wiest, on montre que dans un groupe d'Artin�Tits de type sphérique l'intersection
de deux sous-groupes paraboliques est un sous-groupe parabolique (Théorème 5.34). En
plus, on démontre que l'ensemble de sous-groupes paraboliques est un treillis par rapport
à l'inclusion (Théorème 5.37).

Pour obtenir ces résultats, on montrera que tout élément dans un groupe d'Artin�Tits de
type sphérique admet un unique sous-groupe parabolique minimal le contenant, qu'on ap-
pelle la clôture parabolique (Proposition 5.26). On verra aussi que la clôture parabolique
d'un élément coïncide avec les clôtures paraboliques de ses puissances et racines (Théo-
rème 5.28).

Dans la Section 5.3, on va dé�nir le complexe simplicial des sous-groupes paraboliques
irréductibles et on va le proposer comme l'analogue du complexe de courbes pour les
groupes d'Artin�Tits de type sphérique. Finalement, on conjecture que ce complexe est
δ-hyperbolique.

Pour simpli�er les notations, le long de ce chapitre on va considérer le système d'Artin-Tits
de type sphérique (A,Σ) avec élément de Garside ∆.
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5.1 Résultats techniques et préliminaires

5.1.1 Structures de Garside alternatives

Le groupe d'Artin�Tits A admet d'autres structures de Garside de type (A,A+,∆N ),
qui sont obtenues en remplaçant l'élément de Garside ∆ par une puissance positive non
triviale ∆N . Pour voir ça en détail, rappelons que ∆p 4 α 4 ∆q est équivalent à ∆q <
α < ∆p pour tous p, q ∈ Z, donc les pré�xes positifs de ∆N coïncident avec les su�xes
positifs de ∆N , et rappelons que s 4 ∆ 4 ∆N pour tout s ∈ Σ, donc les diviseurs de ∆N

engendrent A.

Les éléments simples par rapport a cette structure de Garside sont les pré�xes positifs
de ∆N (qui, en général, ne sont plus sans facteur carré si N > 1). La forme normale
négative-positive d'un élément par rapport à la structure de Garside (A,A+,∆N ) peut
être obtenue à partir de celle par rapport à la structure (A,A+,∆), en regroupant les
facteurs simples de la partie positive et négative en groupes de N facteurs. (Si nécessaire,
on �remplit� les groupes les plus à l'extérieur avec des copies de l'identité jusqu'à avoir N
facteurs).

La forme normale mixte est très utile pour savoir si un élément appartient à un sous-groupe
parabolique standard propre. Si on a α ∈ AX , avec X ⊆ Σ, et α = x−1

s · · ·x−1
1 y1 · · · yt est

la forme normale négative-positive de α dans AX , alors les facteurs simples x1, . . . , xs et
y1, . . . , yt, qui appartiennent à AX , sont aussi des éléments simples dans A tels que x1 · · ·xs
et y1 · · · ys sont en forme normale à gauche dans A. Donc, l'expression précédente est aussi
la forme normale négative-positive de α dans A. En conséquence, étant donné α ∈ A, on
aura α ∈ AX si et seulement si tous les facteurs dans la forme normale négative-positive
de α appartiennent à AX . Par conséquent, si x 6= 1, inf(α) = infX(α) = −s, et si y 6= 1,
alors sup(α) = supX(α) = t. On utilisera ce fait de façon récurrente, mais parfois on aura
besoin que la forme normale mixte d'un élément coïncide avec sa forme normale mixte
courte. C'est pourquoi on utilisera les structures de Garside alternatives.

Supposons que α = x−1
s · · ·x−1

1 y1 · · · yt est en forme normale négative-positive, pour la
structure de Garside classique de A. Si on prend N ≥ max(s, t), alors x = x1 · · ·xs 4 ∆N

et y = y1 · · · yt 4 ∆N . Cela veut dire que x et y sont des éléments simples par rapport
a la structure de Garside dans laquelle ∆N est l'élément de Garside. Ainsi donc, pour
tout α ∈ A, on peut considérer une structure de Garside de A telle que la forme normale
négative-positive de α est x−1y, où x et y sont des éléments simples.

5.1.2 Résultats préliminaires pour les groupes d'Artin�Tits de type sphé-

rique

Cette section se concentre sur des nouvelles propriétés des groupes d'Artin�Tits de type
sphérique dont on aura besoin. Les propriétés dans cette section sont spéci�ques des groupes
d'Artin-Tits et ne se généralisent pas aux groupes de Garside de façon directe.

Lemme 5.1. Si X ( Σ, et t ∈ Σ \X, alors

(a) t 4 rt,X

(b) Si s ∈ Σ avec s 4 rt,X , alors s = t.
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Démonstration. On commence par démontrer (b). Rappelons-nous du fait que l'ensemble
des pré�xes d'un élément de Garside avec la structure de Garside classique coïncide avec
son ensemble de su�xes. Si s ∈ Σ avec s 4 rt,X , alors on a s 4 rt,X 4 ∆X∪{t}, et par
conséquent s ∈ X ∪ {t}. Par ailleurs, ∆Xrt,X est un élément simple par le Lemme 1.43,
donc sans facteur carré, et ∆X < u pour tout u ∈ X, donc s /∈ X et la démonstration
de (b) est �nie. Pour la preuve de (a), comme t /∈ X, on a t 64 ∆X et alors rt,X 6= 1 par le
Lemme 1.43. Cela veut dire que rt,X doit commencer avec quelque lettre. Si on regarde la
partie (b), cette lettre doit être t.

On dé�nit le support d'un élément positif α ∈ A, noté supp(α), comme l'ensemble de
générateurs s ∈ Σ qui apparaissent dans tout mot positif représentant α. Cela est bien
dé�ni pour deux raisons : Prémierèment, deux mots positifs représentent le même élément
dans A si et seulement si on peut transformer le premier en le second en applicant le
relations de la présentation de A, c'est-à-dire, si et seulement si les deux mots représentent
le même élément dans le monoïde A+ dé�ni par la même présentation que A (Paris, 2002).
D'autre part, grâce à la forme des relations de la présentation de A+, appliquer une relation
à un mot ne modi�e pas l'ensemble des générateurs qui y apparaissent, donc tous les mots
qui représentent un élément de A+ impliquent le même ensemble de générateurs.

Pour un élément qui ne soit pas nécessairement positif α ∈ A, on dé�nit son support comme
supp(α) = supp(x) ∪ supp(y), où α = x−1y est la forme normale positive-négative de α.

Le lemme suivant à été démontré dans (Digne & Gomi, 2001, Lemme 1) and (Godelle,
2001, Lemme 2.3.2) en utilisant des résultats sur les groupes de Coxeter :

Lemme 5.2. Soit α un élément simple (par rapport à la structure de Garside usuelle)
de A. Soient t, s ∈ Σ. Alors :

t 64 α
t 4 αs

}
⇒ αs = tα

Démonstration. Comme les relations qui dé�nissent A+ sont homogènes, la longueur de α
comme mot par rapport à Σ est bien dé�nie. On fera la démonstration par récurrence sur
la longueur de α. Si α = 1, le résultat est immédiat, donc on va supposer α 6= 1 et que le
résultat est vrai pour les éléments de longueur plus petite.

Soit a ∈ Σ tel que a 4 α. Il y a une relation dans A de la forme atat · · · = tata · · · , où les
mots de chaque côté ont longueur m = m(a, t). Notons ρi la i-ème lettre du mot atat · · · ,
pour i = 1, . . . ,m. Cela veut dire, ρi = a si i est impair, et ρi = t si i est pair. Rappelons
que ρ1 · · · ρm = a ∨ t. Par ailleurs, ρ1 · · · ρm = tρ1 · · · ρm−1.

On a t 4 αs et a 4 α 4 αs, et donc a ∨ t = ρ1 · · · ρm 4 αs. Il faut remarquer que
ρ1 · · · ρm = a ∨ t 64 α (car t 64 α), mais ρ1 = a 4 α. Par conséquent, il y a un certain k,
avec 0 < k < m, tel que ρ1 · · · ρk 4 α et ρ1 · · · ρk+1 64 α.

Écrivons α = ρ1 · · · ρkα0. Alors ρk+1 64 α0, mais ρk+1 4 α0s. Par l'hypothèse de récurrence,
α0s = ρk+1α0. Ainsi αs = ρ1 · · · ρk+1α0, où k + 1 ≤ m.

On peut montrer que k + 1 = m. Sinon, comme ρ1 · · · ρm 4 αs = ρ1 · · · ρk+1α0, on aurait
ρk+2 4 α0, et alors ρ1 · · · ρkρk+2 4 α, ce qui n'est pas possible car ρk = ρk+2 et α est
simple (et sans facteur carré).
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Ainsi k + 1 = m et αs = ρ1 · · · ρmα0 = tρ1 · · · ρm−1α0 = tα, comme on voulait démontrer.

Remarque 5.3. Le résultat précédent n'est pas vrai si α n'est pas simple (avec la structure de
Garside usuelle). Par example, si on considère le groupe d'Artin�Tits 〈a, b | abab = baba〉,
et les éléments α = aaba et t = s = b, on a b 64 α, mais

αb = aabab = ababa = babaa,

donc b 4 αb, mais αb 6= bα parce que α = aaba 6= abaa.

On �nit cette section avec une propriété importante concernant les éléments centraux zP .

Lemme 5.4. Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits de
type sphérique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. zP zQ = zQzP

2. (zP )m(zQ)n = (zQ)n(zP )m pour certains n,m 6= 0

3. (zP )m(zQ)n = (zQ)n(zP )m pour tous n,m 6= 0

Démonstration. Si zP et zQ commutent, il est clair que (zP )m et (zQ)n commutent pour
tous n,m 6= 0. Réciproquement, supposons que (zP )m et (zQ)n commutent pour certains
n,m 6= 0.

Par (Godelle, 2003, Proposition 2.1), si X,Y ⊆ Σ et m 6= 0, alors on a u−1(zX)mu ∈ AY
si et seulement si u = vy avec y ∈ AY et v−1Xv = Y .

Par conséquent, si u−1(zX)mu = (zX)m on peut prendre Y = X, de telle façon que y
commute avec zX et v induit une permutation de X, ce qui implique v−1AXv = AX et
donc v−1zXv = zX . Ainsi u−1zXu = y−1v−1(zX)vy = y−1zXy = zX .

Maintenant rappelons que (zP )m(zQ)n = (zQ)n(zP )m. Comme α−1Pα = AX pour un
certain α ∈ A et un certain X ⊆ Σ, on peut conjuguer l'égalité précédente par α pour
obtenir (zX)m(α−1zQα)n = (α−1zQα)n(zX)m, qui implique zX(α−1zQα)n = (α−1zQα)nzX
par la même raison du paragraphe précédent. Si on conjugue en sens inverse, on obtient
zP (zQ)n = (zQ)nzP .

Prenons β ∈ A tel que β−1Qβ = AY pour un certain Y ⊆ Σ. En conjuguant l'inégalité
du paragraphe précédent par β, on a (β−1zPβ)(zY )n = (zY )n(β−1zPβ), ce qui implique
(β−1zPβ)zY = zY (β−1zPβ). Si on conjugue dans le sens inverse, on �nit par obtenir zP zQ =

zQzP .

5.1.3 Cyclages twistés et ensembles sommitaux

Soit α ∈ A be an élément dont la forme normale à gauche est ∆pα1 · · ·αr avec r > 0.

Le cyclage twisté de α est dé�ni par c̃(α) = τ−1(c(α)). C'est le conjugué de α par ι(α)∆−1,
qui est l'inverse d'un élément simple. (On peut penser à c̃ comme une conjugaison à gauche
par un élément simple). Remarquons que l'élément conjuguant est

ι(α)∆−1 = ∆pα1∆−(p+1).
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Le lemme suivant nous dit que le cyclage twisté est en fait plus naturel que le cyclage du
point de vue des formes normales mixtes. Il faut remarquer que sa preuve marche aussi si
on utilise la structure de Garside alternative avec élément de Garside ∆n, pour un certain
n > 1.

Lemme 5.5. Si α = x−1y = x−1
s · · ·x−1

1 y1 · · · yt est la forme normale négative-positive
d'un élément de A, et x 6= 1, alors l'élément conjuguant pour le cyclage twisté est précisé-
ment x−1

s . Ainsi,
c̃(α) = x−1

s−1 · · ·x
−1
1 y1 · · · ytx−1

s .

Démonstration. On a déjà vu que l'élément conjuguant pour le cyclage twisté de α est
∆−sα1∆s−1, où α1 est le premier facteur di�érent de ∆ dans sa forme normale à gauche,
c'est-à-dire, α1 = x̃s = τ−s(∂(xs)) = ∆s∂(xs)∆

−s.

Par conséquent, l'élément conjuguant est ∆−s∆s∂(xs)∆
−s∆s−1 = ∂(xs)∆

−1 = x−1
s .

Il est facile de déduire des dé�nitions des ensembles sommitaux (Sous-section 1.1.2) que c
et τ commutent. En fait, pour tout β ∈ A, les élément conjuguants pour les conjugaisons
β 7→ c(τ(β)) et β 7→ τ(c(β)) sont le même. Donc, on a ck(β) = β pour un certain k > 0 si
et seulement si c̃t(β) = β pour un certain t > 0. Cela veut dire que le cyclage twisté peut
être utilisé pour dé�nir l'ensemble ultra-sommital et l'ensemble super-sommital réduit.

Il est bien connu (Elrifai & Morton, 1994; Gebhardt, 2005) que quand on applique des
cyclages itérés, en commençant par α ∈ A, on obtient un élément α′ dont l'in�mum est
maximal dans sa classe de conjugaison. Alors, en appliquent des décyclages itérés à α′ on
obtient un élément α′′ dont le supremum est minimal dans sa classe de conjugaison, donc
α′′ ∈ SSS(α). Finalement, quand on applique des cyclages itérés à α′′ jusqu'à obtenir un
élément répété α′′′, on a α′′′ ∈ USS(α). Si encore on applique des décyclages itérés à α′′′

jusqu'à trouver un élément répété, on obtient α̂ ∈ RSSS(α).

Selon (Birman et al., 2007), pour conjuguer α̂ à SU(α), on a juste besoin d'appliquer les
éléments conjuguants pour le cyclage et décyclage itérés à certains puissances de α̂. Par
conséquent, tous les ensembles sommitaux sont non-vides (et �nis), et en plus on a :

Lemme 5.6. Soit α un élément dans un groupe de Garside G avec élément de Garside ∆,
et soit I égal à SSS(α), USS(α), RSSS(α), où SU(α). On peut conjuguer α vers β ∈ I
en utilisant une séquence de conjugaisons :

α = α0 → α1 → · · · → αm = β

où, pour i = 0, . . . ,m− 1, l'élément conjuguant de αi vers αi+1 est de la forme αpi∆
q ∧∆r

pour certains entiers p, q et r.

Démonstration. On a besoin de montrer que les élément conjuguants, soit pour le cyclage,
soit pour le décyclage, d'une puissance xk d'un élément x sont de la forme xp∆q ∧∆r pour
certains p, q et r.

Si xk est une puissance de ∆, l'élément conjuguant est trivial, et donc le résultat s'en-
suit. Sinon, supposons que ∆mx1 · · ·xn est la forme normale de xk. Alors xk∆−m =

τ−m(x1) · · · τ−m(xn), où la décomposition précédente est en forme normale. Par consé-
quent, xk∆−m ∧∆ = τ−m(x1) = ι(xk) et l'élément conjuguant pour le cyclage a la forme
désirée.
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D'autre part, ∆m+n−1 ∧ xk = ∆mx1 · · ·xn−1. Alors on a x−1
n = x−k(∆m+n−1 ∧ xk) =

x−k∆m+n−1 ∧ 1. Comme x−1
n est l'élément conjuguant pour le décyclage de xk, le résultat

est démontré.

Les ensembles C+(α), SSS(α), USS(α), RSSS(α) et SU(α) partagent une propriété
importante, qui normalement s'appelle convexité. Rappelons que βx est égal à x−1βx et
que ∧ note le pgcd dans le treillis associé à l'ordre pré�xe 4.

Lemme 5.7. (Franco & González-Meneses, 2003, Propositions 4.8 et 4.12), (Gebhardt,
2005, Theorem 1.18) Soit α un élément d'un groupe de Garside G et soit I égal à C+(α),
SSS(α), USS(α), RSSS(α), où SU(α). Si α, αx, αy ∈ I alors αx∧y ∈ I.

Remarque 5.8. La convexité de SU(α) n'est pas montrée dans (Birman et al., 2007), mais
elle découle immédiatement de la convexité de USS(α).

Remarque 5.9. La convexité de RSSS(α) découle également de la convexité de USS(α),
en tenant en compte le suivant : Un élément x appartient à une orbite fermée par décyclage
si et seulement si x−1 appartient à une orbite fermée par cyclage twisté. En fait, l'élément
conjuguant pour le cyclage twisté de x−1 est égal à l'élément conjuguant pour le décyclage
de x. Donc les éléments dans RSSS(α) sont les éléments x, conjugués à α, tels que x et x−1

tous les deux appartiennent à des orbites fermés par cyclage. Cela implique la convexité
de RSSS(α). Remarquons que cela implique aussi SU(α) ⊆ RSSS(α).

L'ensemble I normalement est obtenu en calculant le graphe dirigé GI , dont ses sommets
sont les éléments de I, et dont ses �èches correspondent aux conjuguants positifs minimaux.
C'est-à-dire, il y a une �èche étiquetée par x, partant d'un sommet u et arrivant à un autre
sommet v si et seulement si :

1. x ∈ A+, x 6= 1 ;

2. ux = v ; et

3. uy /∈ I pour tout pré�xe propre non-trivial y de x.

Grâce a ce propriété de convexité, on peut voir que le graphe GI est �ni et connexe, et
que l'étiquètte de chaque �èche est un élément simple. C'est pourquoi ce graphe peut être
construit à partir d'un seul sommet, en conjuguant de façon itérative les sommets connus
par des éléments simples, jusqu'à on ne puisse pas obtenir des nouveaux éléments de I.

On aura besoin d'utiliser une structure de Garside di�érent (A,A+,∆n) pour des valeurs
positives de n distinctes. A�n de préciser la structure de Garside qu'on utilise, on écrira In
dans ce cas, au lieu de I, pour un ensemble sommital donné. Par exemple, étant donné
n ≥ 1 et un élément α ∈ A, on écrira SSSn(α), USSn(α), RSSSn(α) et SUn(α) pour faire
référence respectivement à l'ensemble super-sommital, ultra-sommital, super-sommital ré-
duit et ultra-sommital stable de α par rapport à la structure (A,A+,∆n). Il faut remarquer
que tous ces ensembles sont �nis et ne contiennent que des conjugués de α. En plus, l'en-
semble C+(α) est indépendant de la structure de Garside utilisée, donc C+

n (α) = C+(α)

pour tout n > 0.

Dans la suite on va prouver que dans un ensemble sommital I il y a toujours un élément
appartenant à In pour tout n > 1.

Dé�nition 5.10. Soit α ∈ A et soit I égal à SSS, USS, RSSS, où SU . Alors on dé�nit
I∞(α) =

⋂
n≥1 In(α).
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Proposition 5.11. Pour tout α ∈ A, l'ensemble I∞(α) n'est pas vide.

Démonstration. On écrit In au lieu de In(α) pour n ∈ N ∪ {∞}. Pour tout N ≥ 1, soit
I≤N =

⋂N
n=1 In. On va montrer que I≤N 6= ∅ par récurrence sur N .

Si N = 1 alors I≤N = I1, qui n'est pas vide. On suppose alors que N > 1 et qu'il y a un
élément β ∈ I≤(N−1). Si on utilise la structure de Garside (A,A+,∆N ), on peut conjuguer β
vers un élément γ ∈ IN en appliquant certains conjugaisons convenables

β = β0 → β1 → · · · → βm = γ.

Par Lemme 5.6, pour tout i = 0, . . . ,m−1 l'élément qui conjugue βi vers βi+1 est de la forme
βpi ∆Nq∧∆Nr pour certains entiers p, q et r. Rappelons que β ∈ I≤(N−1). On veut démontrer
que, si on applique un tel élément conjuguant à β, l'élément obtenu β1 appartiendra aussi
à I≤(N−1). Si on répète le raisonnement m fois, on déduira que γ ∈ I≤(N−1) ∩ IN = I≤N ,
so I≤N 6= ∅.

Si β ∈ In pour un certain n, alors ββ
p∆Nq

= β∆Nq
= τNq(β) ∈ In, et aussi β∆Nr

=

τNr(β) ∈ In. Par le Lemme 5.7 on voit que β1 ∈ In. Par conséquent, si β ∈ I≤(N−1) alors
β1 ∈ I≤(N−1), comme on voulait démontrer.

Ainsi, on a montré que I≤N 6= ∅ pour tout N ≥ 1. Comme l'ensemble I1 est �ni et on a
une chaîne décroissant monotone

I1 = I≤1 ⊇ I≤2 ⊇ I≤3 ⊇ · · · ,

cette chaîne doit se stabiliser à partir d'un certain N ≥ 1, et donc I∞ = I≤N 6= ∅.

On �nit cette section en rappelant un outil important pour étudier les propriétés de l'en-
semble ultra-sommital : La transportée.

Dé�nition 5.12 (Gebhardt, 2005). Soit α un élément d'un groupe de Garside G et v, w ∈
USS(α). Soit x ∈ A un élément conjuguant v vers w, c'est-à-dire, x−1vx = w. Pour
tout i ≥ 0, on écrit v(i) = ci(v) et w(i) = ci(w). La transportée de x en v est l'élément
x(1) = ιS(v)−1x ιS(w), qui conjugue v(1) vers w(1).

On peut dé�nir de façon itérative x(i) comme la transportée de x(i−1) en v(i−1). C'est-à-dire,
la i-ème transportée de x en v, notée x(i), est l'élément suivant, conjuguant v(i) vers w(i) :

x(i) =
(
ι(v)ι(v(1)) · · · ι(v(i−1))

)−1
x
(
ι(w)ι(w(1)) · · · ι(w(i−1))

)
.

Lemme 5.13 (Gebhardt, 2005, Lemme 2.6). Soit α un élément d'un groupe de Garside G
et v, w ∈ USS(α). Pour tout élément x tel que x−1vx = w, il y a un certain entier N > 0

tel que v(N) = v, w(N) = w et x(N) = x.

On remarque que dans (Gebhardt, 2005) on suppose que x est un élément positif, mais,
comme dit dans le chapitre précédent, en multipliant x par une puissance centrale de
l'élément de Garside ∆, on peut toujours supposer que x est positif.

On peut récrire Lemme 5.13 de la façon suivante :
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Lemme 5.14. Soit α un élément d'un groupe de Garside G, et soit v, w ∈ USS(α).
Soient m et n les longueurs des orbites par cyclage de v et w, respectivement. Notons Ct(v)

(respectivement Ct(w)) le produit de t éléments conjuguants consécutifs pour le cyclage,
commençant en v (respectivement commençant en w). Alors, pour tout x tel que x−1vx =

w, il y a un commun multiple positif N de m et n tel que x−1CkN (v) x = CkN (w) pour
tout k > 0.

Démonstration. Par le Lemme 5.13, il y a un certain N > 0 tel que v(N) = v, w(N) = w et
x(N) = x. La première propriété implique que N est un multiple de m. La deuxième, que N
est un multiple de n. Finalement, par la dé�nition de transportée, la troisième propriété
veut juste dire x−1CN (v)x = CN (w).

Voyons que, comme N est un multiple de la longueur m de l'orbite de v par cyclage, on
a CkN (v) = CN (v)k pour tout k > 0. De façon analogue, CkN (w) = CN (w)k pour tout
k > 0. Donc x−1CkN (v)x = x−1CN (v)kx = CN (w)k = CkN (w).

Corollaire 5.15. Soit α un élément d'un groupe de Garside G, et soit v, w ∈ USS(α).
Pour tout t > 0, notons C̃t(v) (respectivement C̃t(w)) le produit de t éléments conjuguants
consécutifs pour le cyclage twisté, commençant en v (respectivement en w). Alors, pour
tout x tel que x−1vx = w, il y a un entier positif M tel que x−1C̃M (v) x = C̃M (w), où
C̃M (v) commute avec v et C̃M (w) commute avec w.

Démonstration. Par dé�nition de cyclage et cyclage twisté, on a C̃t(v) = Ct(v)∆−t et
C̃t(w) = Ct(w)∆−t pour tout t > 0.

On sait par le Lemme 5.14 qu'il y a un certain entier N tel que x−1CkN (v) x = CkN (w)

pour tout k > 0. Si on prend k su�samment grand, de façon que ∆kN soit central, et on
écrit M = kN , on a :

x−1C̃M (v) x = x−1CM (v)∆−Mx = x−1CM (v) x∆−M = CM (w)∆−M = C̃M (w).

En plus, par le Lemme 5.14 on sait que CM (v) commute avec v, donc C̃M (v) = CM (v)∆−M

commute aussi avec v. De la même manière, C̃M (w) commute avec w.

5.1.4 Conjugués positifs d'éléments dans un sous-groupe parabolique

Supposons qu'un élément α appartient à un sous-groupe parabolique propre P ( A et qu'il
a un conjugué positif. Dans cette section, on va montrer que tous les conjugués positifs de α
appartient à un sous-groupe parabolique standard propre, déterminé par leurs supports
correspondants.

En plus, on va montrer que le support d'un conjugué positif de α est préservé par conju-
gaison, c'est-à-dire, si α′ et α′′ sont deux conjugués positifs de α, dont leurs supports sont
respectivement X et Y , alors tout élément conjuguant α′ vers α′′ va aussi conjuguer AX
vers AY .

Cela nous permettra aussi de dé�nir un sous-groupe parabolique spécial associé à α, qui
sera le plus petit sous-groupe parabolique (par inclusion) contenant α.

Lemme 5.16. Si α ∈ AX ⊆ A où X ( Σ, alors soit c(α) ∈ AY , soit Y = X, soit
Y = τ(X).
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Démonstration. Soit x−1y = x−1
s · · ·x−1

1 y1 · · · yt la forme normale négative-positive de α
dans A. Comme cette forme est précisément la forme normale négative-positive de α

dans AX , on a supp(x) ⊆ X et supp(y) ⊆ X.

Supposons que x = 1, donc y = y1 · · · yt. Il est clair que y1 6= ∆, car X ( Σ. Alors
c(α) = αy1 = y2 · · · yty1, donc c(α) ∈ AX . Remarquons que si y1 6= ∆X ou si α est une
puissance de ∆X , alors on a c(α) = cX(α), et sinon on peut avoir c(α) 6= cX(α).

Maintenant supposons que x 6= 1. On a vu dans le Lemme 5.5 que

c̃(α) = x−1
s−1 · · ·x

−1
1 y1 · · · ytx−1

s ,

donc c̃(α) = τ−1(c(α)) ∈ AX , ce qui implique que c(α) ∈ Aτ(X). Il faut remarquer que
dans ce cas c(α) n'est pas nécessairement égal à cX(α), mais c̃(α) = c̃X(α).

Lemme 5.17. Si α ∈ AX ⊆ A où X ( Σ, soit k > 0, et soit c = ι(αk) l'élément conjuguant
pour le cyclage de αk. Alors αc ∈ AY , où soit Y = X, soit Y = τ(X).

Démonstration. On peut supposer que α est non-trivial. Soit x−1y = x−1
s · · ·x−1

1 y1 · · · yt
la forme normale négative-positive de αk dans A. Comme cela est précisément la forme
normale négative-positive de αk dans AX , tous les facteurs appartiennent à AX .

Si x = 1 alors c = y1 ∈ AX , donc αc ∈ AX . Sinon, on a vu dans le Lemme 5.5 que x−1
s ∈ AX

est l'élément conjuguant pour le cyclage twisté de αk, ce qui implique que c = x−1
s ∆ par

dé�nition de cyclage twisté. Comme αx
−1
s ∈ AX , on a αc ∈ Aτ(X) comme on a�rmait.

Lemme 5.18. Si α ∈ AX ⊆ A où X ( Σ, alors d(α) ∈ AY , où soit Y = X, soit
Y = τ(X).

Démonstration. En regardant les éléments conjuguants pour le décyclage et cyclage twisté,
il est évident que pour tout élément α, on a d(α) = (c̃(α−1))−1. Comme α ∈ AX , alors
α−1 ∈ AX et c̃(α−1) ∈ AY , où soit Y = X soit Y = τ(X). Ainsi, d(α) = (c̃(α−1))−1 ∈
AY .

Grâce au Lemme 5.16 et au Lemme 5.18, on voit que si α ∈ AX , alors on obtient α′′ ∈
AX ∩SSS(α), où α′′ est obtenu à partir de α par cyclages et décyclages itérés (et peut-être
une conjugaison par ∆ à la �n). Notons que si α est conjugué à un élément positif, alors α′′

est positif (car l'in�mum de α′′ est maximal dans sa classe de conjugaison).

Supposons que α′′ ∈ AX est positif. On veut étudier le graphe GC+(α). On sait déjà qu'il
y a un sommet α′′ ∈ C+(α) qui appartient à sous-groupe parabolique standard propre .
Voyons que celui est le cas pour tous les éléments dans C+(α).

Proposition 5.19. Soit v ∈ C+(α) avec supp(v) = X ( Σ. Alors l'étiquètte de chaque
�èche de GC+(α) partant de v soit appartient à AX , soit est une lettre t ∈ Σ qui commute
avec toute lettre dans X, soit est égale à rt,X pour une certaine lettre t ∈ Σ adjacente à X
dans ΓΣ.

Démonstration. Soit x l'étiquètte d'une �èche dans GC+(α) partant de v. Soit t ∈ Σ tel que
t 4 x. On va séparer la preuve dans trois cas.
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Cas 1 : Supposons que t ∈ X. Comme ∆X conjugue v vers un élément positif τX(v),
la propriété de convexité implique que ∆X ∧ x conjugue aussi v vers un élément positif.
Comme x est minimal par rapport à cette propriété, ∆X ∧ x doit être soit trivial, soit
égal à x. Toutefois, ∆X ∧ x n'est peut pas être trivial car t 4 ∆X ∧ x. Par conséquent,
∆X ∧ x = x, ce qui veut dire x 4 ∆X . Ainsi, x ∈ AX .

Cas 2 : Supposons que t /∈ X et que t n'est pas adjacent à X. Alors t commute avec
toutes les lettres de X, ce qui implique que vt = v est un élément positif. Donc, par la
minimalité de x, on a x = t.

Cas 3 : Supposons que t /∈ X et que t est adjacent à X. On doit montrer que x = rt,X .

On va déterminer x de façon algorithmique, en commençant avec t 4 x, et en ajoutant
lettres jusqu'à avoir l'élément conjuguant x.

Écrivons v = v1 · · · vr, où vi ∈ X pour i = 1, . . . , r, et soit c0 tel que t 4 c0 4 x et
c0 4 rt,X . Considérons le diagramme suivant, dans lequel deux élément qui partagent les
mêmes sommets de départ et d'arrivée représentent le même élément :

v1 //

c0

��

v2 //

c1

��

//

c2

��

vr //

cr−1

��

cr

��u1 // u2 // // ur //

Les éléments c1 et u1 sont dé�nis par la condition c0 ∨ v1 = c0u1 = v1c1. Cela correspond
au premier carré. Alors c2 et u2 sont déterminés par la condition c1 ∨ v2 = c1u2 = v2c2,
qui correspond au deuxième carré, etcétéra.

Considérons les a�rmations suivantes qui seront prouvées plus tard :

A�rmation 1 : c0 ∨ (v1 · · · vi) = (v1 · · · vi)ci pour tout 1 ≤ i ≤ r.

A�rmation 2 : t 4 c0 4 c1 4 c2 4 · · · 4 cr 4 x et cr 4 rt,X .

Ces a�rmations nous donnent une procédure pour calculer x : On commence avec c0 = t =

x0, et on calcule c1, c2, . . . , cr =: x1. Si x1 est plus long que x0, on recommence le processus
en prenant c0 = x1, et on calcule c1, . . . , cr =: x2. On continue tant que xi est plus long
que xi−1. Comme tous les éléments obtenus sont pré�xes de x, le processus doit s'arrêter
et on a xk−1 = xk pour un certain k. D'ailleurs, l'A�rmation 1 implique que xk 4 vxk,
donc vxk est un élément positif. Maintenant remarquons que xk 4 x. Par conséquent, on
que xk = x grâce à la minimalité de x.

Arrivés à ce point de l'itération, quelque-chose d'intéressant va se passer. On peut substituer
c0 = x dans le diagramme précédent et obtenir :

v1 //

x

��

v2 //

x

��

//

x

��

vr //

x

��

x

��u1 // u2 // // ur //

Cela arrive car chaque �èche verticale est un pré�xe de la suivante, et car la première
et dernière �èche coïncident, donc toutes les �èches verticales doivent être la même. Alors
vix = xui pour tout i = 1, . . . , r. Comme toutes les relations dans la présentation de A sont
homogènes, chaque ui est une seule lettre, et donc x conjugue tout l'ensemble X vers un
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ensemble Y ( Σ (car supp(v) = X). Mais alors x−1∆Xx est un élément positif, c'est-à-dire,
x 4 ∆Xx. Par conséquent t 4 x 4 ∆Xx. Par le Lemme 1.43, ∆Xrt,X = ∆X ∨ t 4 ∆Xx,
donc on a que rt,X 4 x. Finalement, par la minimalité de x, on a x = rt,X , comme on
voulait démontrer.

Maintenant on va faire les preuves des A�rmations 1 et 2 :

Preuve de l'A�rmation 1 : On va démontrer par récurrence sur i que c0 ∨ (v1 · · · vi) =

(v1 · · · vi)ci. Cela est vrai pour i = 1 par dé�nition de c1, don on suppose que i > 1 et que
l'a�rmation est vraie pour i− 1. Alors c0 ∨ (v1 · · · vi) = v1 · · · vid. On a

(v1 · · · vi−1)ci−1 = c0 ∨ (v1 · · · vi−1) 4 c0 ∨ (v1 · · · vi) = (v1 · · · vi)d,

et par conséquent

(v1 · · · vi−1)vici = (v1 · · · vi−1)vi ∨ (v1 · · · vi−1)ci−1 4 (v1 · · · vi−1)vid.

Cela implique ci 4 d. Mais (v1 · · · vi)ci est un multiple commun de c0 et v1 · · · vi par
construction, donc d = ci et l'a�rmation est montrée.

Preuve de l'A�rmation 2 : par hypothèse, on a c0 4 rt,X . On va montrer par récurrence
sur i que ci 4 rt,X pour tout i ≥ 0. Supposons que ci−1 4 rt,X pour un certain i. Comme
Xrt,X = Y pour un certain Y ( Σ par la Proposition 1.42, on déduit que v

rt,X
i est positif,

c'est-à-dire, rt,X 4 virt,X . Donc ci−1 4 virt,X et �nalement vici = ci−1 ∨ vi 4 virt,X , donc
ci 4 rt,X .

D'autre part, on montre que ci−1 4 ci pour i ≥ 1 : Comme vi est une seule lettre appar-
tenant à X, et t est la seule lettre initiale de rt,X par le Lemme 5.1, t /∈ X implique que
vi 64 ci−1, donc ui 6= 1. Écrivons le mot ci−1ui comme ci−1u

′
is, où s est une seule lettre.

Comme ci−1ui = ci−1∨vi, on voit que vi 64 ci−1u
′
i et vi 4 ci−1u

′
is. Remarquons que ci−1 est

un élément simple par rapport à la structure de Garside usuelle, car il est un pré�xe de rt,X ,
donc ci−1u

′
i est simple car il est un pré�xe de ci−1∨vi, qui est aussi simple. Par le Lemme 5.2,

on obtient que ci−1u
′
is = vici−1u

′
i. Cela veut dire que vici = ci−1ui = ci−1u

′
is = vici−1u

′
i,

ce qui implique que ci−1 4 ci.

Finalement, on démontre que cr 4 x : Comme x−1vx est positif, on a que c0 4 x 4 vx,
et aussi vc0 4 vx. Par conséquent, c0 ∨ vc0 4 vx. Mais notons que par l'A�rmation 1,
c0 ∨ v = vcr, donc vcr = c0 ∨ v 4 c0 ∨ vc0 4 vx. Ainsi, cr 4 x.

Exemple 5.20. Dans la Figure 5.1 on peut voir le graphe GC+(α) pour α = σ1σ2 dans le
groupe de tresses à 5 brinss (le groupe d'Artin�Tits de type A4). On voit le 6 sommets
correspondants aux conjugués positifs de σ1σ2, et les trois types de �èches expliqués dans
le Proposition 5.19. Par exemple, les �èches partant de σ1σ2 son étiquetées par σ1 (type 1),
σ4 (type 2) et σ3σ2σ1 (type 3).

Corollaire 5.21. Soit α ∈ A un élément non-trivial qui appartient à un sous-groupe
parabolique propre et est conjugué à un élément positif. Alors tous les conjugués positifs
de α appartiennent à un sous-groupe parabolique standard propre . En plus, si v et w sont
conjugués positifs de α avec supp(v) = X et supp(w) = Y , alors pour tout x ∈ A tel que
x−1vx = w, on a x−1zXx = zY (et donc x−1AXx = AY ).

Démonstration. Grâce aux hypothèses données, on sait qu'on peut conjuguer α vers un
élément positif v ∈ AX , où X ( Σ : Tout d'abord on calcule un conjugué de α dans
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σ1σ2 σ2σ3 σ3σ4

σ2σ1 σ3σ2 σ4σ3

σ3σ2σ1

σ1σ2σ3

σ4σ3σ2

σ2σ3σ4

σ3σ2σ1

σ1σ2σ3

σ4σ3σ2

σ2σ3σ4

σ1 σ2 σ2 σ3 σ3 σ4

σ4

σ4

σ1

σ1

Figure 5.1 � Le graphe GC+(α) for α = σ1σ2 dans le groupe de tresses à 5 brins.

un sous-groupe parabolique standard propre, après on applique des cyclages twistés et
décyclages jusqu'à arriver à un conjugué super-sommital. Cet élément sera positif et, par
le Lemme 5.16 et le Lemme 5.18, contenu dans un sous-groupe parabolique standard propre.

Par la Proposition 5.19, il y a trois types de �èches dans GC+(α) partant de v. Pour chacun
des trois cas, considérons le sommet d'arrivée vx d'une �èche avec étiquètte x partant de v :

1. x ∈ AX . Dans ce cas vx ∈ AX .

2. x = t /∈ X où t n'est pas adjacent à X. Dans ce cas vx = v ∈ AX .

3. x = rt,X , où t /∈ X est adjacent àX. Alors x−1Xx = Z pour un certain sous-ensemble
propre Z ( Σ. Donc vx ∈ AZ .

Ainsi, pour tous les cas, vx appartient à un sous-groupe parabolique standard propre. On
peut appliquer le même raisonnement à chaque sommet de GC+(α) et, comme GC+(α) est
connexe, tous les sommets de GC+(α) appartiennent à un sous-groupe parabolique standard
propre .

Maintenant notons X = supp(v) et Y = supp(vx), où x est l'étiquètte d'une �èche
dans GC+(α) partant de v.

Si x ∈ AX , on a Y = supp(vx) ⊆ X. Si Y ( X, alors vx serait un élément positif
appartenant à un sous-groupe parabolique standard propre de AX . Par conséquent, si on
prend AX comme le groupe global d'Artin�Tits, tous les conjugués positifs de vx dans AX
appartenaient à un sous-groupe parabolique standard propre de AX , ce qui n'est pas le
cas, car v lui-même n'est satisfait pas la propriété. Donc Y = X et supp(vx) = X. En plus,
comme x ∈ AX , on a x−1zXx = zX .

Si x = t /∈ X où t n'est pas adjacent à X, alors x commute avec toutes les lettres de X,
donc on a vx = v, d'où Y = X, et aussi x−1zXx = zX .

Finalement, si x = rt,X où t /∈ X est adjacent à X, alors x−1Xx = Z pour un certain
Z ( Σ. Or, v contient toutes les lettres de X, donc vx contient toutes les lettres de Z,
c'est-à-dire, Z = Y . Ainsi x−1Xx = Y , ce qui implique que x−1AXx = AY et donc
x−1zXx = zY .

Si on applique cet argument à toutes les �èches dans GC+(α), on obtient que l'étiquètte de
toute �èche partant du sommet u0 et arrivant au sommet u1 conjugue zsupp(u0) vers zsupp(u1).
Cela peut être étendu aux chemins dans GC+(α) : Si un chemin va de u0 vers uk, l'élément
associé au chemin conjugue zsupp(u0) vers zsupp(uk).



5.1. Résultats techniques et préliminaires 71

Maintenant supposons que v et w sont deux conjugués positifs de α, où supp(v) = X

et supp(w) = Y , et que x ∈ A est tel que x−1vx = w. Alors v et w sont des sommets
de GC+(α). On peut supposer que x est positif, à multiplication par une puissance centrale
de ∆ près. Si on décompose x comme produit de conjuguants minimaux, on voit que x
est l'élément associé à un chemin dans GC+(α) qui commence en v et �nit en w. Ainsi,
x−1zXx = zY , comme on voulait démontrer.

Exemple 5.22. Considérons qu'on a la même situation que dans l'Exemple 5.20 et la Fi-
gure 5.1. On voit que tous les conjugués positifs de σ1σ2 appartiennent à un sous-groupe
parabolique standard propre, à savoir à 〈σ1, σ2〉, à 〈σ2, σ3〉, ou à 〈σ3, σ4〉. On peut aussi vé-
ri�er que les étiquèttes des �èches dans le graphe GC+(α) conjuguent les éléments centraux
des sous-groupes paraboliques standard (minimaux) qui contiennent les conjugués de σ1σ2

(voir Figure 5.2.

(σ1σ2σ1)2 (σ2σ3σ2)2 (σ3σ4σ3)2

σ1

σ4
σ3σ2σ1

σ2

σ1σ2σ3

σ2

σ3

σ4σ3σ2

σ3

σ2σ3σ4

σ1

σ4

Figure 5.2 � L'action des éléments conjuguants de la Figure 5.1 sur les éléments centraux z.
des sous-groupes paraboliques standard (minimaux) qui contiennent les conjugués positifs
de σ1σ2.

Le résultat du Corollaire 5.21 nous permet d'introduire un concept important :

Dé�nition 5.23. Soit α ∈ A conjugué à un élément positif α′ = β−1αβ ∈ A+. Soit X =

supp(α′). On dé�nit la clôture parabolique de α comme le sous-groupe Pα = βAXβ
−1.

Proposition 5.24. Sous les hypothèses qui précèdent, la clôture parabolique Pα est bien
dé�ni, et il est le plus petit sous-groupe parabolique (par inclusion) contenant α.

Démonstration. Supposons que α′′ = γ−1αγ est un autre conjugué positif de α, et notons
Y = supp(α′′). On doit voir que βAXβ−1 = γAY γ

−1. On a (α′)β
−1γ = α′′. Si α appartient

à un sous-groupe parabolique propre, on peut appliquer le Corollaire 5.21, et donc AX et
AY tout les deux sont sous-groupes paraboliques standards propres. L'élément conjuguant
β−1γ envoie zX vers zY , et alors il envoie AX vers AY par le Lemme 4.16. Par conséquent
βAXβ

−1 = γAY γ
−1, c'est-à-dire, Pα est bien dé�ni. Si α n'appartient pas à un sous-groupe

parabolique propre, aucun de ses conjugués peut appartenir à un sous-groupe parabolique
propre, donc AX = AY = A. Alors on a βAXβ−1 = βAβ−1 = A = γAγ−1 = γAY γ

−1,
donc Pα est aussi bien dé�ni (et est égal à A) dans ce cas-là.

Maintenant soit P un sous-groupe parabolique contenant α. Soit x ∈ A tel que x−1Px

est standard, c'est-à-dire, x−1Px = AZ pour un certain Z ⊆ Σ. Alors x−1αx ∈ AZ et
et on peut obtenir un autre conjugué α′ = y−1x−1αxy ∈ AZ ∩ SSS(α), où y ∈ AZ ,
en appliquant des cyclages twistés et décyclages. Comme α est conjugué à un élément
positif, tous les éléments de SSS(α) sont positifs, donc α′ est positif. Par conséquent,
si on note X = supp(α′), on a AX ⊆ AZ . Si on conjugue dans le sens contraire, on a
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Pα = xyAXy
−1x−1 ⊆ xyAZy

−1x−1 = xAZx
−1 = P . Ainsi, Pα est contenu dans tout

sous-groupe parabolique contenant α, comme on voulait démontrer.

5.2 Résultats principaux

5.2.1 La clôture parabolique d'un élément arbitraire

Dans la section précédente on a dé�ni la clôture parabolique d'un élément donné α ∈ A,
étant donné que α est conjugué à un élément positif. Dans cette section on va voir comment
étendre cette dé�nition à tout élément α ∈ A. C'est-à-dire, on verra que pour tout élément
α ∈ A il y a un sous-groupe parabolique Pα qui est le plus petit sous-groupe parabolique
(par inclusion) contenant α.

Au lieu d'utiliser les conjugués positifs de α (qui peuvent être inexistants), on va dé�nir Pα
en utilisant un des ensemble sommitaux dé�nis précédemment : RSSS∞(α). On verra que
le support des éléments dans RSSS∞(α) est aussi préservé par conjugaison, donc il peut
être utilisé pour dé�nir le plus petit sous-groupe parabolique contenant α.

Dé�nition 5.25. Soit α ∈ A. Soit α′ ∈ RSSS∞(α), où α′ = β−1αβ. Si on note Z =

supp(α′), on peut dé�nir la clôture parabolique de α comme Pα = βAZβ
−1.

Proposition 5.26. Sous les hypothèses qui précèdent, la clôture parabolique Pα est bien
dé�nie, et elle est le plus petit sous-groupe parabolique (par inclusion) contenant α.

Démonstration. Écrivons α′ = x−1y dans sa forme normale négative-positive, et rappe-
lons que Z = supp(α′) = supp(x) ∪ supp(y). Si α n'appartient pas à un sous-groupe
parabolique propre, ses conjugués n'appartiennent non plus, donc supp(v) = S pour tout
v ∈ RSSS∞(α) et Pα = A est bien dé�ni, qui est en fait le plus petit sous-groupe pa-
rabolique contenant α. Par conséquent on peut supposer que α appartient à un certain
sous-groupe parabolique propre.

Si α est conjugué à un élément positif, alors tous les éléments dans SSS(α) seront posi-
tifs. Comme RSSS∞(α) ⊆ RSSS(α) ⊆ SSS(α), l'élément α′ est positif et Z = supp(α′).
Donc la nouvelle dé�nition de Pα coïncide avec la dé�nition donné dans la section précé-
dente. Ainsi, par le Proposition 5.24, Pα est bien dé�ni et il est le plus petit sous-groupe
parabolique contenant α.

Supposons que α−1 est conjugué à un élément positif. Comme on a β ∈ SSS(α) si et
seulement si β−1 ∈ SSS(α−1), l'inverse de chaque élément de RSSS(α) ⊆ SSS(α) est
positif. Dans ce cas Z = supp((α′)−1), et Pα coïncide avec la dé�nition de Pα−1 de la
section précédente. Donc Pα est bien dé�ni, et il est le plus petit sous-groupe parabolique
contenant α−1, et donc le plus petit contenant α.

Alors on peut supposer que α appartient à un sous-groupe parabolique propre, et que la
forme normale négative-positive de α′ est de la forme α′ = x−1y = x−1

s · · ·x−1
1 y1 · · · yt, avec

s, t > 0 (c'est-à-dire, x, y 6= 1).

Soit N = max(s, t), et utilisons la structure de Garside (A,A+,∆N ). Par rapport à cette
structure, x et y sont des éléments simples et, comme α′ ∈ RSSS∞(α), α′ et (α′)−1 tous
les deux appartiennent à ses ensemble ultra-sommitaux respectifs.
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A�n de montrer que Pα est bien dé�ni, soit α′′ = γ−1αγ ∈ RSSS∞(α). On doit démontrer
que tout élément g qui conjugue α′ vers α′′, conjugue AZ vers AU , où Z = supp(α′) et
U = supp(α′′). On va montrer cela en construisant des éléments positifs avec des supports
Z et U , respectivement, qui sont aussi conjugués par g. Alors notre a�rmation découlera
par le Corollaire 5.21.

Comme on est en train d'utiliser la structure de Garside (A,A+,∆N ), on a que α′ = x−1y

est en forme normale négative-positive, où x et y sont des éléments simples, et aussi que
α′′ = u−1v est en forme normale négative-positive, où u et v sont des éléments simples,
car α′ et α′′ tous les deux appartiennent à SSSN (α), donc ils ont le même in�mum et
supremum.

Soit alors g un élément tel que g−1α′g = α′′, et rappelons que α′, α′′ ∈ RSSS∞(α) ⊆
USS∞(α) ⊆ USSN (α). Par le Corollaire 5.15, il existe un entier positifM tel que g−1C̃M (α′)g =

C̃M (α′′), où C̃M (α′) (respectivement C̃M (α′′)) est le produit des éléments conjuguants pour
M cyclages twistés consécutifs de α′ (respectivement α′′) par rapport à la structure de Gar-
side (A,A+,∆N ).

Par le Lemme 5.5, C̃M (α′) est l'inverse d'un élément positif, disons w1(α′) := C̃M (α′)−1.
Rappelons que α′ ∈ AZ , donc les facteurs qui composent C̃M (α′) appartiennent à AZ , et
alors w1(α′) ∈ A+

Z . De la même façon, C̃M (α′′) est l'inverse d'un élément positif, disons
w1(α′′) := C̃M (α′′)−1 ∈ A+

U . Donc on a g−1w1(α′)g = w1(α′′), où w1(α′) ∈ A+
Z et w1(α′′) ∈

A+
U .

À partir de g−1α′g = α′′ on obtient g−1(α′)−1g = (α′′)−1. Comme α′, α′′ ∈ RSSS∞(α),
on déduit que (α′)−1, (α′′)−1 ∈ USS∞(α−1) ⊆ USSN (α−1). Par conséquent, on peut
appliquer le Corollaire 5.15 et donc il y a un entier positif T tel que g−1C̃T ((α′)−1)g =

C̃T ((α′′)−1) comme avant. Si on note w2(α′) = C̃T ((α′)−1)−1 et w2(α′′) = C̃T ((α′′)−1)−1,
on a g−1w2(α′)g = w2(α′′), où w2(α′) ∈ A+

Z et w2(α′′) ∈ A+
U .

On note w(α′) = w1(α′)w2(α′) ∈ A+
Z et w(α′′) = w1(α′′)w2(α′′) ∈ A+

U . Par construction,
g−1w(α′)g = w(α′′). Maintenant on va montrer que supp(w(α′)) = Z et supp(w(α′)) = U .

Observons que l'élément conjuguant pour le cyclage twisté de α′ = x−1y dans la structure
de Garside (A,A+,∆N ) est x−1. Par le Lemme 5.5, x est un su�xe de w1(α′). D'ailleurs,
l'élément conjuguant pour le cyclage twisté de (α′)−1 = y−1x est y−1. Donc, y est un
su�xe de w2(α′). Cela implique que Z = supp(α′) = supp(x) ∪ supp(y) ⊆ supp(w1(α′)) ∪
supp(w2(α′)) = supp(w(α′)) ⊆ Z. Ainsi, supp(w(α′)) = Z. Par le même raisonnement,
supp(w(α′′)) = U .

On peut alors appliquer le Corollaire 5.21, car g−1w(α′)g = w(α′′), pour conclure que
g−1AZg = AU , comme on voulait démontrer. Cela signi�e que Pα est bien dé�ni, parce que
quand on prend g = β−1γ (un élément conjuguant de α′ vers α′′) on a :

βAZβ
−1 = βgAUg

−1β−1 = γAUγ
−1,

donc on peut utiliser soit α′, soit α′′ pour dé�nir Pα.

Maintenant montrons que Pα est le plus petit sous-groupe parabolique (par rapport à
l'inclusion) contenant α. Supposons que P est un sous-groupe parabolique contenant α, et
soit a ∈ A un élément tel que a−1Pa = AX est standard. Alors a−1αa ∈ AX . On peut
alors appliquer cyclages twistés et décyclages à cet élément (pour toutes les structures
de Garside), a�n que l'élément résultant, noté α̂, appartient à RSSS∞(α). Le produit
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de tous les éléments conjuguants, qu'on notera b, appartiendra à AX , donc on aura α̂ =

b−1a−1αab ∈ AX ∩RSSS∞(α).

Soit Y = supp(α̂). Par dé�nition, on a Pα = abAY b
−1a−1. Mais d'autre part, comme

α̂ ∈ AX , toutes les lettres dans la forme normale négative-positive de α̂ appartiennent à
AX . Par conséquent AY ⊆ AX , et �nalement on a :

Pα = abAY b
−1a−1 ⊆ abAXb−1a−1 = aAXa

−1 = P.

Ainsi, Pα est contenu dans tout sous-groupe parabolique contenant α, comme on voulait
démontrer.

Dans cette section on verra que la clôture parabolique Pα d'un élément α ∈ A se comporte
comme on l'attend quand on le conjugue et quand on prend des puissances et des racines.
Le comportement par rapport à la conjugaison découle directement de la dé�nition :

Lemme 5.27. Pour tout α, x ∈ A, on a Px−1αx = x−1Pαx.

Démonstration. Il faut remarquer que la conjugaison préserve les sous-groupes paraboliques
et l'inclusion. Ainsi, la conjugaison par x envoie le plus petit sous-groupe parabolique
contenant α vers le plus petit sous-groupe parabolique contenant x−1Pαx.

Le comportement de Pα quand on prend des puissances ou des racines n'est pas si évident,
mais il est aussi comme on l'attend :

Théorème 5.28. Soit A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique. Si α ∈ A et m est un
entier di�érent de zéro, alors Pαm = Pα.

Démonstration. Grâce au Lemme 5.27, on peut en conjuguant se ramener à α ∈ RSSS∞(α).
En plus on peut conjuguer α par les éléments conjuguants pour les cyclages twistés et
décyclages de sa m-ème puissance (pour toutes les structures de Garsides convenables),
a�n d'envoyer αm vers RSSS∞(αm). Par le Lemme 5.6, ces éléments conjuguants sont le
pgcd de deux éléments qui conjuguent α vers des autres dans RSSS∞(α). Donc, par la
convexité de RSSS∞(α), ils maintiennent α dans RSSS∞(α). En résumé, on peut suppo-
ser α ∈ RSSS∞(α) et αm ∈ RSSS∞(αm), à conjugaison près. On peut aussi supposer que
m est positif, car Pα−m = Pαm par dé�nition.

En tenant en compte les hypothèses qui précédent, on va déterminer les sous-groupes
paraboliques associés à α et à αm en utilisant ses supports correspondants. Donc, on doit
montrer que supp(α) = supp(αm).

Si soit α, soit α−1, est positif, le résultat est clair. On peut donc supposer que ce n'est pas
le cas, c'est-à-dire, on a α = x−1

1 y1 en forme normale négative-positive avec x1, y1 6= 1. En
plus, si on utilise une structure de Garside convenable, on peut supposer que x1 et y1 sont
des éléments simples.

On utilisera le résultat suivant (Birman et al., 2007, Theorem 2.9) : Si α ∈ USS(α),
inf(α) = p, `(α) > 1 et m ≥ 1, on a

αm∆−mp ∧∆m = Cm(α). (5.1)
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x1

OO

y1 //

x2

OO

y2 //

x1

OO

y1 //

x3

OO

y3 //

x2

OO

y2 //

x1

OO

y1 //

x4

OO

y4 //

x3

OO

y3 //

x2

OO

y2 //

x1

OO

y1 //

Figure 5.3 � Comment transformer α4 = (x−1
1 y1)4 en x−1

1 x−1
2 x−1

3 x−1
4 y4y3y2y1. Autour de

chaque carré, le produit x−1
i yi est la forme normale négative-positive de yi−1x

−1
i−1.

Autrement dit, si on considère l'élément positif αm∆−mp, et on calcule les premiers m
facteurs dans la forme normale à gauche (les facteurs de la forme ∆ inclus), le produit
de ces m facteurs est égal au produit des premiers m éléments conjuguants pour cyclages
itérés de α.

On remarque qu'on utilise une structure de Garside (A,A+,∆N ) telle que α = x−1
1 y1,

où x1 et y1 sont des éléments simples non-triviaux. Donc le ∆ dans (5.1) c'est ∆N dans
notre cas. Remarquons aussi que α satisfait les hypothèses de (5.1), car α ∈ RSSS∞(α) ⊆
USS∞(α) ⊆ USSN (α), et parce que la forme normale à gauche de α est ∆−1x̃1y1, donc
inf(α) = −1 et `(α) = 2.

On va reformuler le résultat de (Birman et al., 2007) qu'on a écrit tout à l'heure en termes
des formes normales négative-positives. Comme ça, notre énoncé sera plus intéressant.

Écrivons αm = x−1
1 y1x

−1
1 y1 · · ·x−1

1 y1 (voir Figure 5.3). Appliquer un cyclage twisté à α est
conjuguer par x−1

1 , et on obtient α2 = y1x
−1
1 , dont la forme normale négative-positive sera

de la forme α2 = x−1
2 y2. Alors on aura :

αm = x−1
1 (x−1

2 y2x
−1
2 y2 · · ·x−1

2 y2)y1

Maintenant on peut appliquer un cyclage twisté à α2 (en conjuguant par x
−1
2 ), et on obtient

α3 = x−1
3 y3. On voit que :

αm = x−1
1 x−1

2 (x−1
3 y3 · · ·x−1

3 y3)y2y1.

Si on répète le processus m fois, à la �n on va obtenir :

αm = x−1
1 x−1

2 · · ·x
−1
m ym · · · y2y1.

C'est-à-dire, on a exprimé αm comme un produit d'un élément négatif par un élément
positif, où le négatif est le produit des m premiers éléments conjuguants pour le cyclage
twisté itéré de α. On veut voir que (Birman et al., 2007, Theorem 2.9) est équivalent au
fait qu'il n'y pas d'annulations entre x−1

1 x−1
2 · · ·x−1

m et ym · · · y2y1.
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En fait, d'un côté, comme p = −1, on a l'élément αm∆−pm = αm∆m, qui est :

αm∆m = x−1
1 · · ·x

−1
m ym · · · y1∆m

= (x−1
1 ∆)(∆−1x−1

2 ∆2) · · · (∆m−1x−1
m ∆m)τm(ym · · · y1).

D'autre part, pour i = 1, . . . ,m, on a αi = c̃i−1(α) = τ−i+1 ◦ ci−1(α), donc ci−1(α) =

τ i−1(αi) = τ i−1(xi)
−1τ i−1(yi). Cela veut dire que l'i-ème élément conjuguant pour le cy-

clage itéré de α est τ i−1(xi)
−1∆ = ∆i−1x−1

i ∆i.

Donc, par le (Birman et al., 2007, Theorem 2.9) le produit des m premiers facteurs de
la forme normale à gauche de αm∆m est égal à (x−1

1 ∆)(∆−1x−1
2 ∆2) · · · (∆m−1x−1

m ∆m),
c'est-à-dire, à x−1

1 x−1
2 · · ·x−1

m ∆m. Autrement dit :

αm∆m ∧∆m = x−1
1 x−1

2 · · ·x
−1
m ∆m.

Comme le plus grand commun pré�xe est préservé par multiplication à droite par n'importe
quelle puissance de ∆, on obtient :

αm ∧ 1 = x−1
1 x−1

2 · · ·x
−1
m .

Mais le plus grand commun pré�xe d'un élément et 1 est précisément la partie négative de
sa forme normale négative-positive, donc cela montre qu'il n'y a pas d'annulations entre
x−1

1 x−1
2 · · ·x−1

m et ym · · · y2y1, comme on voulait démontrer.

Alors on a :

supp(αm) = supp(xm · · ·x1) ∪ supp(ym · · · y1)

⊇ supp(x1) ∪ supp(y1) = supp(α).

Il est clair que supp(αm) ⊆ supp(α), car il n'y a pas des nouvelles lettres qui peuvent
apparaitre quand on calcule la forme normale négative-positive de αm commençant avec
m copies de la forme normale négative-positive de α). Ainsi, �nalement on a supp(αm) =

supp(α), comme on voulait démontrer.

Ce comportement de Pα par rapport à prendre des puissances ou des racines nous permet
de montrer une conséquence intéressante : Toutes les racines d'un élément dans un sous-
groupe parabolique appartiennent au même sous-groupe parabolique.

Corollaire 5.29. Soit A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique. Si α appartient à un
sous-groupe parabolique P , et β ∈ A est tel que βm = α pour un certain entier m di�érent
de zéro, alors β ∈ P .

Démonstration. Comme α est une puissance de β, le Théorème 5.28 nous dit que Pα = Pβ .
De plus α ∈ P implique Pα ⊆ P , car Pα est le sous-groupe parabolique minimal contenant
α. Donc β ∈ Pβ = Pα ⊆ P .
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5.2.2 Intersection de sous-groupes paraboliques

Dans cette section on va montrer un des résultats principaux du papier : L'intersection de
deux sous-groupes paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits de type sphérique A est aussi un
sous-groupe parabolique.

On utilisera la clôture parabolique Pα d'un élément α ∈ A, mais on va aussi avoir besoin
de quelques résultats techniques qui expliquent comment se comporte la forme normale
à gauche d'un élément positif (dans laquelle quelques facteurs sont ∆X pour un certain
X ⊆ Σ) par rapport à la multiplication par un autre élément, :

Lemme 5.30. Soit X ⊆ Σ non-vide, et soit α ∈ A+ un élément simple tel que ∆Xα est
simple. Alors il y a un sous-ensemble Y ⊆ Σ et une décomposition α = ρβ dans A+, tels
que Xρ = ρY et tels que la forme normale à gauche de ∆X(∆Xα) est (ρ∆Y )(∆Y β).

Démonstration. On va procéder par récurrence sur la longueur |α| de α comme un mot
dans Σ. Si |α| = 0, alors ∆X(∆Xα) = ∆X∆X , qui est déjà en forme normale à gauche, et
la résultat est obtenu en prenant Y = X et ρ = β = 1. Supposons alors que |α| > 0 et que
le résultat est vrai quand α est plus court.

Soit Z ⊆ Σ l'ensemble des lettres initiales de ∆Xα. C'est-à-dire, Z = {σi ∈ Σ : σi 4 ∆Xα}.
Il est clair que X ⊆ Z, car chaque lettre de X est un pré�xe de ∆X .

Notons que l'ensemble des lettres �nales de ∆X est précisément X. Donc, si Z = X la
décomposition ∆X(∆Xα) est déjà en forme normale à gauche, donc le résultat s'obtient en
prenant X = Y , ρ = 1 et β = α.

Supposons le contraire, c'est-à-dire qu'il existe un certain t ∈ Z qui n'est pas dans X. Alors
t 4 ∆Xα donc t ∨∆X = ∆Xrt,X 4 ∆Xα. En annulant le ∆X de la gauche on a rt,X 4 α,
so α = rt,Xα1.

On sait que Xrt,X = rt,XT pour un certain T ( Σ. Par conséquent :

∆X(∆Xα) = ∆X(∆Xrt,Xα1) = (rt,X∆T )(∆Tα1).

Considérons l'élément ∆T (∆Tα1). Comme α1 est plus court que α, on peut appliquer
l'hypothèse de récurrence pour avoir que α1 = ρ1β, où Tρ1 = ρ1Y pour un certain Y ( Σ,
et la forme normale à gauche de ∆T (∆Tα1) est (ρ1∆Y )(∆Y β).

On a�rme que la forme normale à gauche de ∆X(∆Xα) est (ρ∆Y )(∆Y β), où ρ = rt,Xρ1.
Tout d'abord, on a :

∆X(∆Xα) = ∆X(∆Xrt,Xρ1β) = (rt,X∆T )(∆Tρ1β)

= (rt,Xρ1∆Y )(∆Y β) = (ρ∆Y )(∆Y β).

Après, on voit que ρ∆Y = ∆Xρ est simple, car il est un pré�xe de ∆Xα, qui est simple.
Finalement, l'ensemble des lettres �nales de ρ∆Y contient l'ensemble des lettres �nales
de son su�xe ρ1∆Y , qui contient l'ensemble des lettres initiales de ∆Y β (car le produit
(ρ1∆Y )(∆Y β) est en forme normale à gauche), d'où la preuve de notre a�rmation.

Pour �nir il faut juste remarquer que Xρ = Xrt,Xρ1 = rt,XTρ1 = rt,Xρ1Y = ρY ,.

Lemme 5.31. Soit X ⊆ Σ non-vide, et soit m > r > 0. Soit α ∈ A+ tel que sup(α) = r,
et soit x1x2 · · ·xm+r la forme normale à gauche de (∆X)mα (où certains facteurs initiaux
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peuvent être égaux à ∆ et certains facteurs �naux peuvent être triviaux). Alors il y a un
sous-ensemble Y ⊆ Σ et une décomposition α = ρβ dans A+, tels que Xρ = ρY et :

1. x1 · · ·xr = (∆X)rρ = ρ (∆Y )r.

2. xi = ∆Y pour i = r + 1, . . . ,m− 1.

3. xm · · ·xm+r = ∆Y β.

Démonstration. Supposons d'abord que α est un élément simple, donc r = 1. Par la règle
du domino (Dehornoy, 2015, Dé�nition III 1.57, Proposition V1.52) (voir aussi Dehornoy &
Gebhardt, 2014, Lemme 1.32), la forme normale à gauche de (∆X)mα est calculée comme
suit :

∆X //

x1

��

∆X //

y2

��

//

y3

��

∆X //

ym−2

��

∆X //

ym−1

��

∆X //

ym

��

α

��
x2

//
x3

// //
xm−1

//
xm

//
xm+1

//

où les xi et les yi sont dé�nis de droite à gauche, de la façon suivante : Tout d'abord, la
forme normale à gauche de ∆Xα est ymxm+1 (ici xm+1 peut être trivial). Alors la forme
normale à gauche de ∆Xym est ym−1xm, et etcétéra. Autour de chaque carré, le chemin
qui va en bas et après à droite représente la forme normale à gauche du chemin qui va à
droite et après en bas.

Par construction, ∆X 4 ym. Donc, par le lemme qui précède, la forme normale à gauche
de ∆Xym est (ρ∆Y )(∆Y β1), pour un certain Y ⊆ Σ et un certain ρ qui conjugue X vers
Y . Par conséquent, ym−1 = ρ∆Y = ∆Xρ, et xm = ∆Y β1.

Maintenant, si on a yk = ∆Xρ pour un certain k, comme la forme normale à gauche de
∆X(∆Xρ) est (ρ∆Y )(∆Y ), on déduit que yk−1 = ρ∆Y = ∆Xρ et xk = ∆Y . Ainsi, le
diagramme précédent est :

∆X //

ρ∆Y

��

∆X //

ρ∆Y

��

//

ρ∆Y

��

∆X //

ρ∆Y

��

∆X //

ρ∆Y

��

∆X //

ym

��

α

��
∆Y

//
∆Y

// //
∆Y

//
∆Y β1

//
xm+1

//

Par construction, α = ρβ1xm+1. Cela montre le résultat pour r = 1.

Le cas r > 1 découle du cas précédent plus la règle du domino. Si α = α1 · · ·αr est en forme
normale à gauche, pour calculer la forme normale à gauche de (∆X)mα il faut compléter
les carrés du diagramme dans la Figure 5.4 (ligne par ligne, de droite à gauche), où, dans
chaque carré, le chemin qui va en bas en après à droite est la forme normale à gauche du
chemin qui va à droite et après en bas.

Par construction, les sous-ensembles X = Y0, Y1, · · · , Yr = Y de Σ et les éléments ρ1, . . . , ρr
satisfont Yi−1ρi = ρiYi. Cela implique que les premiers r facteurs dans la forme normales
de (∆X)mα sont :

(ρ1∆Y1)(ρ2∆Y2) · · · (ρr∆Yr) = (∆X)rρ = ρ(∆Y )r,

où ρ = ρ1 · · · ρr. En plus, xi = ∆Y pour i = r+ 1, . . . ,m− 1, comme ont peut voir dans le
diagramme. Finalement, on voit que xm = ∆Y βr et

(∆X)mα = ρ(∆Y )m−1xm · · ·xm+r = (∆X)m−1ρxm · · ·xm+r.
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Donc ρxm · · ·xm+r = ∆Xα = ∆Xρβ = ρ∆Y β et xm · · ·xm+r = ∆Y β, comme on voulait
démontrer.

Ainsi, si on multiplie une grande puissance (∆X)m par un certain élément α qui est un
produit de r facteurs simples, la forme normale du résultat a encore m− r− 1 facteurs de
la forme ∆Y pour un certain Y .

Pour les résultats à venir, on aura besoin d'une procédure spéciale pour comparer des
éléments dans A. A�n de dé�nir cette procédure, on introduit le concept suivant :

Dé�nition 5.32. Pour tout élément γ ∈ A, conjuguons γ vers γ′ ∈ RSSS∞(γ). Soit
U = supp(γ′). Alors on dé�nit ϕ(γ) = |∆U | comme la longueur de l'élément ∆U en tant
que mot avec les générateurs atomiques.

Proposition 5.33. L'entier ϕ(γ) est bien dé�ni. En plus, si γ est conjugué à un élément
positif, alors ϕ(γ) = |∆X |, où X = supp(β) pour tout élément positif β conjugué à γ.

Démonstration. Supposons que γ′, γ′′ ∈ RSSS∞(γ), et soient U = supp(γ′) et V =

supp(γ′′). Alors Pγ′ = AU et Pγ′′ = AV , et tout élément x conjuguant γ′ vers γ′′ doit
aussi conjuguer AU vers AV . Donc x−1zUx = zV , par le Lemme 4.16. Cela implique que
|zU | = |zV |. En plus, comme AU est conjugué à AV , on a zU = ∆e

U et zV = ∆e
V pour le

même e ∈ {1, 2}. Donc |∆U | = |∆V |, ce qui démontre que ϕ(γ) est bien dé�ni.

Par ailleurs, si γ est conjugué à un élément positif β, et X = supp(β), alors Pβ = AX . On
peut alors appliquer le même raisonnement à γ′ et β a�n d'avoir que ϕ(γ) = |∆X |.

On peut �nalement démontrer le résultat le plus important de ce chapitre :

Théorème 5.34. Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits
A de type sphérique. Alors P ∩Q est aussi un sous-groupe parabolique.

Démonstration. Si soit P , soit Q, est égal à A ou à {1}, le résultat est vrai trivialement.
Donc, supposons que tous les deux sous-groupes paraboliques sont propres.

Si P ∩ Q = {1} le résultat est vrai. On va donc supposer qu'il y a un certain élément
non-trivial α ∈ P ∩ Q. On prend α tel que ϕ(α) est maximal (remarquons que ϕ(α) est
borné supérieurement par |∆|).

Soit Pα la clôture parabolique de α. Par le Proposition 5.26, on sait que Pα ⊆ P , et aussi
Pα ⊆ Q, donc Pα ⊆ P ∩Q. En plus, si on conjugue Pα, P et Q par un élément convenable,
on peut supposer que Pα est standard, donc Pα = AZ ⊆ P ∩ Q pour un certain Z ( Σ.
Notons que ∆Z ∈ Pα ⊆ P ∩Q.

On montrera que P ∩Q = Pα, c'est-à-dire, P ∩Q = AZ .

Prenons un élément w ∈ P ∩Q. A�n de montrer que w ∈ AZ , on va considérer sa clôture
parabolique Pw, qu'on l'écrira T . Par les arguments qui précédent, on a T ⊆ P ∩Q et, en
particulier, zT ∈ P ∩ Q. Remarquons que T est conjugué à AX pour un certain X ( Σ,
donc zT est conjugué (par le même élément conjuguant) à l'élément positif zX . Comme le
support de zX est X, on a PzX = AX , et si on conjugue en sens opposé on obtient PzT = T .
Par conséquent, si on montre que zT ∈ AZ , cela impliquera que T ⊆ AZ et alors w ∈ AZ ,
comme on le voulait.
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Maintenant on doit démontrer que zT ∈ AZ . Soit a−1b la forme normale négative-positive
de zT . On va construire une famille in�nie d'éléments dans P ∩Q, en utilisant zT et ∆Z .
Pour tout m > 0, considérons βm = zT (∆Z)m = a−1b(∆Z)m. Par construction βm ∈ P ∩Q
pour tout m > 0.

Supposons que a = a1 · · · ar et b = b1 · · · bs sont les formes normales à gauche de a et b,
respectivement. Alors

βm = a−1
r · · · a−1

1 b1 · · · bs(∆Z)m.

La forme normale négative-positive de βm se calcule en faisant toutes les annulations pos-
sibles au milieu de l'expression précédente. Comme tous les facteurs sont des éléments
simples, on obtient que inf(βm) ≥ −r et sup(βm) ≤ s+m.

Rappelons que ϕ(α) = |∆Z | est maximal entre les éléments dans P ∩ Q. On note n =

ϕ(α) = |∆Z |. Pour tout m > 0, choisissons β̃m ∈ RSSS∞(βm).

A�rmation Il existe M > 0 tel que β̃m est positive pour tout m > M .

Soit Um = supp(β̃m). Par la maximalité de ϕ(α) on sait que |∆Um | ≤ n. Donc la longueur
de chaque élément simple dans la forme normale de β̃m doit être au plus n.

Soit x−1
m ym la forme normale négative-positive de β̃m. Or, β̃m ∈ RSSS∞(βm) ⊆ SSS(βm),

donc xm est un élément positif composé par au plus r éléments simples, et ym est un
élément positif composé par au plus s+m éléments simples.

Étant donné m > 0, supposons qu'aucun des facteurs dans la forme normale à gauche
de ym est égal à ∆Um . Cela veut dire que la longueur de chaque facteur de ym est au plus
n− 1, donc |ym| ≤ (n− 1)(s+m), c'est-à-dire, |ym| ≤ (n− 1)m+ k où k est une constante
indépendante de m. Par conséquent, la somme des exposants de β̃m comme produit de
générateurs atomiques et leurs inverses est s(β̃m) = |ym| − |xm| ≤ |ym| ≤ (n− 1)m+ k.

Mais cette somme des exposants est invariante par conjugaison, donc s(β̃m) = s(βm) =

|b| − |a|+nm. Cela veut dire, s(β̃m) = nm+K pour une constante K indépendante de m.
Alors on a nm+K ≤ (n− 1)m+ k, c'est-à-dire, m ≤ k −K.

Si on note M = k − K, alors pour tout m > M , la forme normale à gauche de ym a
un facteur égal à ∆Um . Rappelons que Um = supp(β̃m), donc β̃m ∈ AUm . Cela veut dire
que la forme normale à gauche de ym commence avec ∆Um . Mais on ne peut pas avoir
d'annulations entre x−1

m et ym, donc cela implique que xm = 1. Ainsi, β̃m est positif pour
tout m > M . Cela �nit la preuve de l'a�rmation.

On a montré que, si m > M , l'élément βm est conjugué à un élément positif. Les bonnes
nouvelles sont qu'on peut conjuguer βm vers un élément positif β̂m, en utilisant un élément
conjuguant cm dont la longueur soit bornée par une constante indépendant de m. En fait,
on a juste besoin d'appliquer des cyclages itérés à βm jusqu'à son in�mum soit non-négatif.
Comme inf(βm) ≥ −r, on a juste besoin de faire monter l'in�mum au plus r fois, et grâce
à (Birman et al., 2001) on sait que cela peut être fait avec au plus r|∆| − r cyclages. Par
conséquent, on peut prendre sup(cm) ≤ r|∆| − r, disons sup(cm) ≤ N , un nombre qui est
indépendant de m.

Maintenant on a β̂m = c−1
m βmcm = c−1

m a−1b(∆Z)mcm ∈ A+. On va essayer de décrire le
support de l'élément positif β̂m.

Considérons l'élément (∆Z)mcm. Par le Lemme 5.31, si m est su�samment grand on peut
décomposer cm = ρmdm a�n d'avoir ∆Zρm = ρm∆Ym (en fait Zρm = ρmYm) pour un
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certain Ym ( Σ, et la forme normale à gauche de (∆Z)mcm �nit avec m−N − 1 copies de
∆Ym suivies par quelques facteurs dont le produit vaut ∆Ymdm. Notons que en posant m
su�samment grand, on peut avoir autant de copies de ∆Ym qu'on veut.

La partie négative de l'écriture ci-dessus de β̂m est c−1
m a−1, qui est le produit de au plus

N+r facteurs simples inversés. Comme β̂m est positive, cette partie négative doit s'annuler
complètement avec la partie positive. Plus précisément, elle s'annule avec les premiers N+r

facteurs simples de la forme normale à gauche de b(∆Z)mcm.

Mais les premiers N + r facteurs simples de b(∆Z)mcm sont un pré�xe du produit de b
multiplié par les premiers N + r facteurs de (∆Z)mcm. Rappelons qu'on peut prendre m
su�samment grand a�n d'avoir dans (∆Z)mcm toutes les copies de ∆Ym désirées. Donc,
pour m su�samment grand on peut décomposer b(∆Z)mcm = A∆Ymdm, où A est un élé-
ment positif contenant les facteurs simples nécessaires pour absorber c−1

m a−1 complètement.
C'est-à-dire, A = acmB pour un certain élément positif B. Donc, β̂m = B∆Ymdm.

Maintenant rappelons-nous que ρ−1
m ∆Zρm = ∆Ym , donc |∆Ym | = n. D'ailleurs, comme β̂m

est positif, son support détermine ϕ(βm). Par conséquent, si U = supp(β̂m), on a |∆U | ≤ n.
Puisque Ym ⊆ U , on voit que n = |∆Ym | ≤ |∆U | ≤ n, donc |∆Ym | = |∆U | = n et alors
Ym = U = supp(β̂m). En particulier, cela implique que dm ∈ AYm .

Mais on sait que β̂m = c−1
m βmcm, où β̂m est positif. Donc le sous-groupe parabolique

minimal contenant βm est cmAYmc
−1
m = ρmdmAYmd

−1
m ρ−1

m = ρmAYmρ
−1
m = AZ .

Ainsi, βm ∈ AZ pour un certainm su�samment grand. Comme βm = zT (∆Z)m, on conclut
que zT ∈ AZ , comme on voulait démontrer.

5.2.3 Le treillis des sous-groupes paraboliques

On continue ce chapitre avec une conséquence simple mais intéressante du résultat principal
de la section précédente : L'ensemble des sous-groupes paraboliques forme un treillis par
rapport à l'inclusion.

Proposition 5.35. Soit A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique et soit P l'ensemble
des sous-groupes paraboliques de A. Si π est un prédicat dans P tel que la conjonction
de π(P ) et π(Q) implique π(P ∩ Q) pour tous P,Q ∈ P, alors l'ensemble Pπ = {P ∈ P :

π(P )} contient un unique élément minimal par rapport à l'inclusion, à savoir⋂
P∈Pπ

P.

Démonstration. Tout d'abord on rappelle que pour P,Q ∈ P, on a P ∩ Q ∈ P par le
Théorème 5.34, donc π(P ∩Q) est dé�ni.

L'ensemble Pπ est partialement ordonné par inclusion. On démontrera que

R =
⋂
P∈Pπ

P

est l'unique élément minimal dans Pπ. Il est clair par dé�nition que R est contenu dans
tout élément de Pπ, donc il manque a montrer que R est un élément de Pπ.

Notons que l'ensemble P de sous-groupes paraboliques dans A est un ensemble dénom-
brable, puisque tout élément P ∈ P peut être déterminé par un sous-ensemble X ⊆ Σ et
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un élément α ∈ A tel que α−1Pα = AX . Comme il y a un nombre �ni de sous-ensembles
de S et A est dénombrable, P est dénombrable.

Ainsi, l'ensemble Pπ est aussi dénombrable, et on peut énumérer ses éléments : Pπ = {Pi :

i ∈ N}. On pose

Tn =
n⋂
i=0

Pi.

Par le Théorème 5.34 et les hypothèses sur π, l'intersection de n'importe quel nombre
d'éléments dans Pπ est contenu dans Pπ, donc on a Tn ∈ Pπ pour tout n ≥ 0.

On a alors le chaîne décroissante suivante d'éléments de Pπ

T0 ⊇ T1 ⊇ T2 ⊇ · · ·

où l'intersection de tous les sous-groupes paraboliques dans cette chaîne est égal à R.

On �nit la preuve en remarquant que on ne peut pas trouver une chaîne in�nie de sous-
groupes paraboliques distincts imbriqués dans A, car si α−1AXα ( β−1AY β alors |X| <
|Y |. Donc, il y a au plus |S|+1 sous-groupes paraboliques imbriqués di�érents dans chacune
des chaînes. Ainsi, il existe N ≥ 0 tel que TN = TN+k pour tout k > 0, et alors

R =

∞⋂
i=0

Ti = TN =

N⋂
i=0

Pi,

donc R est un élément de Pπ.

Exemple 5.36. Soit A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique et α ∈ A. En appliquant
le Proposition 5.35 avec le prédicat π(P ) = (α ∈ P ), on voit que la clôture parabolique Pα
dé�nie dans le Proposition 5.26 est l'intersection de tous sous-groupes paraboliques conte-
nant α.

Théorème 5.37. L'ensemble des sous-groupes paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits de
type sphérique est un treillis par rapport à l'ordre partial induit par l'inclusion.

Démonstration. Soit A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique, et soit P be l'ensemble
de sous-groupes paraboliques de A. Cet ensemble est partialement ordonné par rapport à
l'inclusion. Supposons qu'on a P,Q ∈ P.

Par le Théorème 5.34, P ∩Q est le seul sous-groupe parabolique maximal parmi les sous-
groupes paraboliques qui sont contenus dans P et Q à la fois.

Si on applique le Proposition 5.35 avec le prédicat π(T ) = (P ∪Q ⊆ T ) on montre qu'il y a
un unique sous-groupe parabolique minimal parmi les sous-groupes paraboliques contenant
P et Q.

5.3 Complexe des sous-groupes paraboliques irréductibles

Notre objectif �nal est de étendre formellement la notion de complexe de courbes (voir
Dé�nition 2.1) du groupe de tresses Bn aux groupes d'Artin�Tits de type sphérique. Dans
la Section 1.2.2 on a vu qu'il a une bijection entre les classe d'isotopie des courbes simples
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fermés non-dégénérées et les sous-groupes paraboliques irréductibles. Maintenant on a be-
soin de traduire la notion d'être disjoint (la condition d'adjacence dans le complexe de
courbes) à notre construction algébrique.

Il faut remarquer que deux courbes disjointes ne correspondent pas nécessairement à deux
sous-groupes paraboliques ayant intersection triviale. En fait, deux courbes disjointes im-
briquées correspondent à deux sous-groupes paraboliques ayant intersection non-triviale,
puisqu'un contient l'autre. Inversement, deux sous-groupes paraboliques irréductibles ayant
intersection triviale peuvent correspondre à deux courbes non-disjointes. (Par example, les
courbes engendrées par les deux sous-groupes cycliques de Bn ayant pour générateurs σ1

et σ2 respectivement, s'intersectent.)

Une traduction algébrique très simple du concept �courbes disjointes� est la suivante :
Deux sous-groupes paraboliques irréductibles di�érents P et Q de Bn correspondent à des
courbes disjointes si et seulement si une parmi les trois conditions suivantes est satisfaite :

1. P ( Q.

2. Q ( P .

3. P ∩Q = {1} et pq = qp pour tout p ∈ P , q ∈ Q.
Donc, on peut dire que deux sous-groupes paraboliues irréductibles P et Q dans un groupe
d'Artin�Tits A sont adjacents si P et Q satisfont une des trois conditions qui précédent,
c'est-à-dire, si un est contenu dans l'autre ou s'ils ont intersection triviale et ils commutent.

Toutefois, cette caractérisation n'est pas complètement satisfaisante, car elle contient trois
cas di�érents. Heureusement, on va pouvoir trouver une caractérisation équivalente beau-
coup plus simple en considérant les éléments centraux de Garside. Rappelons que grâce au
Lemme 4.16, si on veut étudier les éléments qui conjuguent un sous-groupe parabolique P
vers un autre sous-groupe parabolique Q, on peut remplacer P et Q par les éléments zP
et zQ. Comme ça, il sera beaucoup plus simple de travailler avec un élément que avec tout
un sous-groupe.

Théorème 5.38. . Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques irréductibles distincts
d'un groupe d'Artin�Tits A de type sphérique. Alors on a zP zQ = zQzP si et seulement si
une parmi les trois conditions suivantes est véri�ée :

1. P ( Q.

2. Q ( P .

3. P ∩Q = {1} et xy = yx pour tout x ∈ P et y ∈ Q.

Démonstration. Si P ( Q alors zP ∈ Q et zQ est central dans Q, et donc les éléments
commutent. De façon similaire, si Q ( P alors zP et zQ commutent. En plus, si la troisième
condition est satisfaite chaque élément de P commute avec chaque élément de Q, donc zP
et zQ commute.

Réciproquement, supposons que zP et zQ commutent. On peut aussi supposer {1} 6= P ( A

et {1} 6= Q ( A, puisque sinon soit la Condition 1, soit la Condition 2 est satisfait. On va
montrer un résultat qui est un peu plus fort que ce dont on a besoin : P et Q peuvent être
conjugués simultanément vers des sous-groupes paraboliques standards irréductibles AX
et AY (pour certains sous-ensembles X,Y ⊆ Σ). En plus, une des a�rmations suivantes
est satisfaite :
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1. X ( Y .

2. Y ( X.

3. X ∩ Y = ∅, et tous les éléments de X commutent avec tous les éléments de Y .

Observons que les quatre propriétés dans l'énoncé du Théorème 5.38 sont préservées par
conjugaison. Donc, on peut supposer que P est standard à conjugaison près.

On décompose zQ en forme normale positive-négative. À savoir, zQ = ab−1 où a et b sont des
éléments positifs tels que a∧� b = 1. L'ordre su�xe est préservé par multiplication à droite,
donc on peut multiplier à droite l'équation précédente par b−1, et on a (ab−1) ∧� 1 = b−1,
c'est-à-dire, zQ ∧� 1 = b−1.

On sait que zQ commute avec zP , et 1 aussi commute avec zP . Donc zQzP z
−1
Q et 1zP (1)−1

sont des éléments positifs (on en train de supposer que P est standard, donc zP est positif).
Par convexité (Lemme 5.7 appliqué à l'ordre su�xe), (zQ ∧� 1)zP (zQ ∧� 1)−1 est positif,
c'est-à-dire, b−1zP b est positif.

Mais par le Corollaire 5.21 et par le Corollaire 4.22 on sait que chaque conjugué positif
de zP est le générateur du centre d'un sous-groupe parabolique standard irréductible. Ce
qui veut dire que b−1zP b = zX pour un certain X ( Σ.

D'autre part, dans le Théorème 4.20 il est montré que si zQ = ab−1 est en forme normale
positive-négative, alors b est le standardisateur minimal de Q, c'est-à-dire, b est le plus petit
élément positif qui conjugue Q vers un sous-groupe parabolique standard, donc b−1zQb =

zY pour un certain Y ( Σ.

Par conséquent, quand on conjugue zP et zQ par b, on obtient des éléments zX et zY ,
qui sont des générateurs des centres de deux certains sous-groupes paraboliques standards.
Alors on peut supposer que P et Q tous les deux sont standards et irréductibles, à conju-
gaison près.

On aura besoin de montrer l'a�rmation suivante :

A�rmation : Soit A un groupe d'Artin�Tits arbitraire. Soient s0, . . . , sk ∈ Σ des géné-
rateurs atomiques tels que si ne commute pas avec si+1, et si 6= si+2 pour tout i. Si un
élément α ∈ A+ est représenté par un mot positif w qui contient une sous-suite s0s1 · · · sk,
alors tous les mots positifs représentant α contiennent la même sous-suite.

Preuve de l'a�rmation : Grâce à (Paris, 2002) on sait que les monoïdes d'Artin s'injectent
dans leurs groupes. Cela implique que tout mot positif représentant α est obtenu à partir
de w après un nombre �ni de transformations, dont chacune remplace un sous-mot sts · · ·
(ayant m(s, t) lettres) avec tst · · · (ayant aussi m(s, t) lettres). On doit juste montrer que
le mot obtenu à partir de w après une seule transformation contient la sous-suite s0 · · · sk.
Si m(s, t) = 2, la transformation remplace st avec ts. Mais le sous-mot st peut intersecter
la sous-suite s0 · · · sk dans au plus une lettre (car si et si+1 ne commutent pas pour tout i),
donc la sous-suite survie après la transformation. Si m(s, t) ≥ 3 alors le sous-mot sts · · ·
intersect la sous-suite s0 · · · sk de w dans au plus deux lettres consécutives (car si 6= si+2

pour tout i). Cet intersection est soit (si, si+1) = (s, t), soit (si, si+1) = (t, s). Dans tous
les deux cas, la sous-suite survit après la transformation, puisque tst · · · contient les deux
sous-suites possibles. Cela �nit la preuve de l'a�rmation.

On est en train de supposer que P et Q sont di�érents sous-groupes paraboliques standards
propres de A, donc P = AX et Q = AY , où X,Y ( Σ et ΓX et ΓY sont des graphes
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connexes. On suppose aussi que zP et zQ (c'est-à-dire, zX et zY ) commutent. Pour �nir la
preuve, on va supposer que aucune des conditions de l'énoncé est satisfaite et on va arriver
à une contradiction.

Si X ∩ Y = ∅, il y a a ∈ X et b ∈ Y qui sont adjacents dans ΓS , car la Condition 3 n'est
pas satisfaite.

Sinon, comme la Condition 1 n'est pas satisfaite et ΓX est connexe, il y a a ∈ X \ Y et
s1 ∈ X ∩ Y qui sont adjacents dans ΓS . En plus, comme Condition 2 n'est pas satisfaite
et ΓY est connexe, il y a b ∈ Y \X et un chemin simple s1, s2, . . . , sk = b dans ΓY .

Dans tous les cas, on a un chemin a = s0, s1, . . . , sk = b qui satisfait les hypothèse de
l'a�rmation précédente, où a ∈ X \ Y , b ∈ Y \X, et s1, . . . , sk ∈ Y .

Considérons l'élément zP zQ, qui est égal à zXzY . c'est un élément positif, et n'importe
quel représentant de zX contient la lettre a. D'ailleurs, notons Ai = {s1, . . . , si} pour
i = 1, . . . , k. Alors ∆Ak 4 ∆Y 4 zY , et on a une décomposition

∆Ak = ∆A1rs2,A1rs3,A2 · · · rsk,Ak−1

où le produit des i premiers facteurs est précisément ∆Ai , pour i = 1, . . . , k. Il faut remar-
quer que s1 = ∆A1 et que si est la première lettre de rsi,Ai−1 (par le Lemme 5.1) pour
i = 2, . . . , k. Donc, la suite s0, . . . , sk est une sous-suite de zXzY .

Grâce à l'a�rmation précédente, tout mot positif représentant zXzY doit contenir la sous-
suite s0, . . . , sk. Maintenant choisissons un représentant de zY zX qui est la concaténation
d'un mot représentant zY et un mot représentant zX . Dans un tel représentant, les lettres b
sont placées à gauche des lettres a. Ainsi, ce mot ne contient pas la sous-suite s0, . . . , sk
et donc zXzY 6= zY zX , c'est-à-dire, zP zQ 6= zQzP . Cela est une contradiction qui �nit la
preuve.

Remarque 5.39. Considérons deux classes d'isotopie de courbes simples fermées non-dégéné-
rées C1 et C2 dans le disque Dn, et ses sous-groupes paraboliques correspondants P =

ϕ(C1) et Q = ϕ(C2) dans Bn. Alors C1 et C2 peuvent être isotopées a�n d'être disjointes
si et seulement si leurs twists de Dehn correspondants commutent (Franco & González-
Meneses, 2003, Fait 3.9). Il est connu que le centralisateur d'un générateur σi est égal
au centralisateur de σ2

i . Donc C1 et C2 peuvent être isotopées pour êtres disjointes si et
seulement si zP et zQ commutent, ce qui équivaut, par le Théorème 5.38, au trois conditions
de son énoncé.

On peut �nalement étendre la notion de complexe de courbes à tous les groupes d'Artin�Tits
de type sphérique, en remplaçant les courbes par des sous-groupes paraboliques irréduc-
tibles.

Dé�nition 5.40. Soit A un groupe d'Artin�Tits de type sphérique. On dé�nit le complexe
de sous-groupes paraboliques irréductibles comme un complexe simplicial dans lequel un
simplexe de dimension d est un ensemble {P0, . . . , Pd} de sous-groupes paraboliques tels
que les éléments centraux de Garside zPi et zPj commutent pour tout 0 ≤ i, j ≤ d.

Remarquons que, par dé�nition, le complexe de sous-groupes paraboliques irréductibles est
un complexe de drapeaux, c'est-à-dire, tout sous-graphe complet de son 1-squelette est le
1-squelette d'un de ses simplexes. Ainsi, tout l'information sur le complexe est contenue
dans son 1-squelette, le graphe de sous-groupes paraboliques irréductibles.
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De la même façon que dans le complexe de courbes de Dn (ou n'importe quelle autre
surface), on peut dé�nir une distance dans le complexe de sous-groupes paraboliques ir-
réductibles, qui est déterminée par la distance dans le 1-squelette, en sachant que toutes
les arêtes ont par longueur 1. Notons que l'action de A sur le ce complexe (par conjugai-
son dans les sous-groupes paraboliques) est une action par isométries, car la conjugaison
préserve la commutation des éléments.

On pense que ce complexe peut être un outil important pour étudier des propriétés des
groupes d'Artin�Tits de type sphérique. On �nit cette thèse en conjecturant un résultat
important, qui permettrait d'étendre beaucoup des propriétés du groupe de tresses aux
groupes d'Artin�Tits de type sphérique :

Conjecture 5.41. Le complexe de sous-groupes paraboliques d'un groupe d'Artin�Tits de
type sphérique est δ�hyperbolique.
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Titre : Sous-groupes paraboliques et généricité dans les groupes d’Artin-Tits de type sphérique 

Mots clés : groupe de tresses, groupe modulaire, groupes d’Artin, théorie de Garside   

Résumé : Dans la première partie de cette 
thèse on étudiera la conjecture de généricité: 
dans le graphe de Cayley du groupe modulaire 
d'une surface fermée on regarde une boule 
centrée à l'identité et on s'intéresse à la 
proportion de sommets pseudo-Anosov dans 
cette boule. La conjecture de généricité affirme 
que cette proportion doit tendre vers 1 quand le 
rayon de la boule tend vers l'infini. On montre 
qu'elle est bornée inférieurement par un 
nombre strictement positif et on montre des 
résultats similaires pour une grande classe de 
sous-groupes du groupe modulaire. On 
présente aussi des résultats analogues pour 
des groupes d'Artin-Tits de type sphérique, en 
sachant que dans ce cas, être pseudo-Anosov 
est analogue à agir loxodromiquement sur un 
complexe delta-hyperbolique convenable. 
 

Dans la deuxième partie on donne des 
résultats sur les sous-groupes paraboliques 
des groupes d'Artin-Tits de type sphérique: le 
standardisateur minimal d'une courbe dans le 
disque troué est la tresse minimale positive qui 
la fait devenir ronde. On construit un algorithme 
pour le calculer d'une façon géométrique. 
Ensuite, on généralise le problème pour les 
groupes d'Artin-Tits de type sphérique. 
 
On montre aussi que l'intersection de deux 
sous-groupes paraboliques est un sous-groupe 
parabolique et que l'ensemble de sous-groupes 
paraboliques est un treillis par rapport à 
l'inclusion. Finalement, on définit le complexe 
simplicial des sous-groupes paraboliques 
irréductibles, et on le propose comme 
l'analogue du complexe de courbes. 
 

 

Title : Parabolic subgroups and genericity in Artin-Tits groups of spherical type 

Keywords : braid groups, mapping class group, Artin groups, Garside theory 

Abstract: In the first part of this thesis we 
study the genericity conjecture: In the Cayley 
graph of the mapping class group of a closed 
surface we look at a ball of large radius 
centered on the identity vertex, and at the 
proportion of pseudo-Anosov vertices among 
the vertices in this ball. 
The genericity conjecture states that this 
proportion should tend to one as the radius 
tends to infinity. We prove that it stays bounded 
away from zero and prove similar results for a 
large class of subgroups of the mapping class 
group. We also present analogous results for 
Artin--Tits groups of spherical type, knowing 
that in this case being pseudo-Anosov is 
analogous to being a loxodromically acting 
element. 
 

 
 

In the second part we provide results about 
parabolic subgroups of Artin-Tits groups of 
spherical type: The minimal standardizer of a 
curve on a punctured disk is the minimal 
positive braid that transforms it into a round 
curve. We give an algorithm to compute it in a 
geometrical way. Then, we generalize this 
problem algebraically to parabolic subgroups of 
Artin-Tits groups of spherical type. 
We also show that the intersection of two 
parabolic subgroups is a parabolic subgroup 
and that the set of parabolic subgroups forms a 
lattice with respect to inclusion. Finally, we 
define the simplicial complex of irreducible 
parabolic subgroups, and we propose it as the 
analogue of the curve complex for mapping 
class groups. 
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